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Die vorliegende Abhandlung ist im Laufe des Winters 1897/98 durch 
Umarbeitung eines aus dem Jahre 1871 oder 1872 stammenden Entwurfes 
entstanden; ihr Hauptergehniss habe ich (Februar 1873) in meiner Anzeige*) 
der Vorlesungen über die Kreistheilung von P. Bachmann bei Besprechung 
des kubischen Reciprocitätsgesetzes mit den folO'enden Worten kurz an-o 
gedeutet: ,,Bedeutet k eine ganze rationale Zahl, deren Kubikwurzel irrational 
ist, so entspringt aus der Gleichung x3 = '' ein reiner kubischer Körper, dessen 
Grundzahl die Form D = -3 92 hat, wo g eine aus k leicht abzuleitende 
O'anze Zahl ist. Fragt man nun nach allen in k nicht aufO'ehenden prim-
o 0 
zahlen p von der Form 3n+ 1, von welchen die gegebene Zahl k kubischer 
Rest ist, so gelangt man mit Hülfe des Reciprocitätssatzes zu folgendem 
interessanten Resultat, welches im Wesentlichen schon Gauss bekannt ge-
wesen ist (und sicll auf beliebige kubiscl1e Körper ansdehnen lässt): Die 
sämmtlicben nicht äquivalenten, ursprünglichen positiven quadratischen 
Formen ax2+bxy+cy\ in welchen b2-4ac = D, zerfallen in drei Ab-
theilnngen von gleich vielen Individuen, deren erste eine Gruppe bildet, 
durch deren Formen alle und nur solche Primzahlen p dargestellt werden, 
von welchen k kubischer Rest ist. Mit Hülfe desselben wird die Be-
stimmung der Anzahl der Idealklassen des kubischen Körpers auf einen 
belcannten 'rheil der Theorie der 'rhetafunctionen zurückgeführt." Zur Ver-
gleichung bemerke icl1, dass die hier gebrauchten Zeichen k, x, g in der 
folgenden Abhandlung resp. durch B, 0, k ersetzt sind; der Satz über die 
für den kubischen Körper charakteristische Drittelung der Gruppe der 
quadratischen Formen von der Discriminante D findet sich in § 11. Die 
*) Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang 18; 1873. Literatur-
zeitung S. 22, 43. 
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eingeklammerten Worte, welche sieb auf die Ausdehnung dieses Satzes auf 
alle kubiscl1en Körper beziehen, habe ich damals, weil ich im Besitze des 
Beweises zu sein glaubte, dem Manuscripte der Anzeige gleich nachgeschickt, 
ihre Einfügung an der bezeichneten Stelle ist aber über dem grossen 
Leipziger Setzerstrike versäumt, und sie sind erst im folgenden Hefte der 
Literaturzeitung (S. 43) abgedruckt. Durch Ueberhäufung mit Amtsgeschäften 
wurde ich in jener Zeit für mehrere Jahre an jeder wissenschaftlieben 
Thätigkeit gehindert, und erst später habe ich erkannt, dass die mir zu 
Gebote stehenden Mittel zum Beweise der Allgemeingültigkeit des Satzes 
nicht ausreichten. Seitdem bin ich nur vorübergehend und ohne den ge-
wünschten Erfolg zu dieser Untersuchung zurüekgekehrt; doch zweifle ich 
auch heute nicht an der Wahrheit des Satzes, den ich in allen Beispielen 
bestätigt gefunden habe, und ich glaube auch, dass für Körper von negativer 
Grundzahl die jetzt mehr ausgebildete 'rheorie der complexen Mnltiplication 
der elliptischen Functionen zum Beweise wohl ausreichen wird; vielleicht 
wird, wenn dies gelingt, hierdurch auch ein Weg zur Lösung des grossen 
Räthsels gebahnt, welche algebraische Zahlkörper den Klassen der binären 
quadratischen Formen (oder Moduln) von positiver Discriminante entsprechen. 
Meine bisherigen, auf diese Fragen bezüglichen Versuche gedenke icl1 in 
einer Abhandlung über die Invarianten beliebiger kubischer Körper mit-
zutheilen. Die gegenwärtige Abhandlung, welche sich ausschliesslich mit 
den reinen kubischen Körpern beschäftigt, verfolgt lediglieb das in der oben 
erwähnten Anzeige vom Jahre 1873 angedeutete Ziel und endigt mit der 
Einmündung der Untersuchung in die Theorie der complexen Multiplication. 
Ich erwähne schliesslich, dass die Theorie der reinen kubischen Körper 
meines Wissens bisher nur von A. Markoff behandelt ist; seine Abhandlung*) 
"Sur les nombres entiers dependants d'une racine cubique d'un nombre entier 
ordinaire" beschränkt sich im Wesentlichen auf die (von mir in §§ 1-5 
behandelte) Bestimmung der in dem Körper vorhandenen Ideale, wobei die 
Auffassung von Zolotarelf zu Grunde gelegt ist; ausserdem giebt sie am 
Schlusse eine sehr werthvolle 'rabelle von Einheiten (vergl. unten § 13). 
*) Memoires de 1' Academie imperiale des sciences de St.-Petersbourg, VII• serie, 
tome 38. 
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§ 1. 
Reine kubische Zahlkiirper. 
Ist die rationale Zahl a niellt die dritte Potenz einer rationalen Zahl, 
3 • 
so sind die drei Kubikwurzeln 0 = ia irrational, und es kann auch keme 
von ihnen die Wurzel einer quadratischen Gleichung 0 2 + m0+n = 0 mit 
rationalen Coeffi.cienten m, n sein; mnltiplicirt man nämlich mit 0, so würde 
hieraus (n- m2) 0+ (B-mn)=0, also, weil 0 irrational ist, n=m2 und 
a = mn = m3 folgen, was im Widerspruch mit unserer Annahme über 8 
steht. Mithin ist jede der drei W nrzeln e eine algebraische Zahl dritten 
Grades (vergl. § 167. S. 492 der vierten Auflage von Dirichlets Zahlentheorie, 
die ich mit D. citiren werde). Im Folgenden bezeichnen wir mit 0 die reelle 
Kubikwurzel aus o, mit 0', 0" die beiden imaginären Wurzeln 
(:)' = 0Q, 0" = 0(/ 
wo Q eine imaginäre dritte Einheitswnrzel, also 
Q2 +Q + 1 = 0 
ist. 
Aus dem Körper R der rationalen Zahlen entsteht durch Adjunction 
der Zahl 0 der 1·eine lwbische Zahlkörper !( = R (0) vom Grade (K R) = 3; 
er besteht aus allen Zahlen von der Form ' 
% = xt 0 2 + x2 0 + x3, 
wo xl! x 2 , X3 beliebige Zahlen in R bedeuten, und jede Zahl % kann auch 
nur auf eine einzige Art in dieser Form dargestellt werden weil die drei 
Potenzen 0 2, e, 1 eine irredu~ibele_ Ba~is. von K bilden (D. § 164_ S. 4 72). 
Die beiden Körper R und [( sm~ die emzigen Divisoren von J(; denn wenn 
der Körper L in J( entl1alten 1st, so folgt (nach D. § 164. S. 473), dass 
(!(, L) (L, R) = (K, R) = 3, als~ entweder (K, L) = 3, (L, R) = 1, L = R oder 
( r.( L) _ 1 ·(L R) = 3, L = K 1st. Betraclüet man nun 1·ro-e d . . K ~~ , - , ' b n eme 1n 
enthaltene Zahl % von der obigen Form, so ist. der von ihr erzeugte Körper 
R (x) j edenfalls Divisor von K,. und zwar tntt der Fall R (%) = R immer 
l tll. cl·tilll ein wenn % rat10ual, also xl = x 2 = 0 ist· J·ede . t' le unc n • ' ' ura 10na 
Zahl % des Körpers [( erzeugt dal1er _stets denselben Körper R (%) = [( und 
ist folglich eine algebraische Zahl dntte~. G~·ades. 
Diese Scl11üsse sind offenbar unabhn,~gig _von ~er Voraussetzung, dass 
0 reell ist, und gelten daher ebenso fur die beiden reinen kubischen 
Körper [(' = R (0') und [{' ' = R (0"). Bedeute~ z. B. %' eine irrationale Zahl 
Tr ... . "(' so ist R (x') = [(' und folgheb kaim %' nicht reell sei·n, des .t)o..Ol pei s 11 , . ' 
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weil sonst [(' aus lauter reellen Zahlen bestehen würde, während doch die 
imaginäre Zahl 0' = 6Q in J(' enthalten ist; mithin enthalten die Körper 
IC, /(" ausser den rationalen nur imaginäre Zahlen, während [( nur aus 
reellen Zahlen besteht Die beiden Körper JC, [{" sind aber nicht allein 
von /{, sondern auch von einander ven;chiedcn; denn wäre f{' = TC', so 
müsste die Zahl 0" = 6'Q, also auch die Zahl Q = 0": 0' in ll' enthalten 
sein, was nach dem Obigen nicht angeht, weil Q eine algebraische Zahl 
zweiten Grades ist. 
Der Körper [{ besitzt drei Permutationen (D. § 165), dmch welche 
er in die drei conjngirten Körper K, TC, f(" übergeht; jede in ]( euthaltene 
Zahl x von der obigen Form 
x = x1 0~+x~0+x3 
geht durch die erste, die identische Permutation in sich selbst, dmch die 
zweite und dritte in die conjngirten Zahlen x' = x1 0'2+ x.1 0' +x3 und 
x"=x1 0" 2 +x20''+x3 über; ist x'=n+vi, wo u,v reelleZahlen bedeuten, 
während i = y-1 ist, so ist x" = u-vi. 
§ 2. 
Invarianten des Kiirpers K. 
Jede von Null verschiedene rationale Zahl () kann offenbar immer und 
nur auf eine einzige Weise in der Form 
[) = ab2 c3 
dargestellt werden, wo c rational ist, und a, b natürliche Zahlen bedeüten, 
deren Product ab durch kein Primzahl-Quadrat theilbar ist; da in unserem 
Falle a nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so ist aussenlern 
ab> 1. 
3 
Setzt man nun 0 = ca, so wird die positive Zahl a =V ab:\ und da a 
irrational und in f( enthalten ist, so ist auch f( = R(a); da ferner 
3 3 8- -
a 2 = J1a2 b~ = b 1la2 b ist, so wird, wenn man 11 a2 b = ß setzt, 
a 2 = bß, ß 2 = aa, aß= ab; 
a3 = ab\ (3 3 = 0 2 h, 
und die allgemeine Form aller in /{ enthaltenen Zahlen x ist: 
x = z + x a + y (3, 
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' " d ß' ß~r er-Die mit a und die mit ß conjugirten Zahlen a, a un ' 
geben sich aus 
ca = e, ca' = 0' = BQ = Ct:X(!, ca" = 0" = 0(!2 = ca(/ 
und aus 
b ß 'ß' "ß" a =a =a . =a , 
nämlich 
a' = ct(J, a" = ctQ\ ß' = ßQ2, ß" = (3(!, 
und hieraus folgt allgemein 
~~ = z + x a (.l + y ß QZ, r." = z + x a (!2 + y ß (! 
oder 
~~ = (xa-z)Q+(yß-z)Q2, r." = (;r;a-z)Q2 +(y(3-z)(!. 
Für das Supplement und die Norm der Zahl x erhält man daher (nach 
D. § 176. S. 542 und § 167. S. 486) die Darstellungen 
und 
x' r.'' = (xa-zY-(xa- z) (yß-z) +(yß-zY 
= (z2-abxy) + (ay2 -zx) a+ (bx2-zy)ß 
N(r.) = x~'r." = z3 -3abzxy+ab2 x 3 +a2 by3• 
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle diejenigen Zahlen x in K zu 
finden deren dritte Potenz rational ist. Nehmen wir an es sei x3 = e, wo e 
' ' eine rationale Zahl bedeutet, so folgt auch x' 3 = e, also muss 
r.' = x oder ~, = ~Q oder r.' = Y.Q2 
sein; da aber allgemein 
~'-r. = (1-Q2)(xaQ-yß), 
r.' -Y.Q = (1-Q) (z-y ßQ), 
~~ -Y.Q2 = ((!2 -Q)(ZQ-xa), 
und ausserdem die Zahl Q nicht in K enthalten ist, so muss im ersten, 
zweiten, dritten Falle entsprechend 
X= y = 0, 




e = ab2 x3 
z = x = 0, x = yß, e = azby3 ' 
s~in. Im ersten Falle ist x rational, also R (r.) = R und dasselbe gilt auch 
flir den zweiten und dritten Fall, wenn x, resp. y '= 0 ist; in allen diesen 
Fällen ist e die dritte Potenz einer rationalen Zahl. Soll also die Zahl x 
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(ebenso wie 0) die Kubikwurzel aus einer rationalen Zahl e sein, welche 
(wie ß) nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so geschieht dies 
nur im zweiten <:>der dritten Falle, wenn x, resp. y von Null verschieden 
gewählt wird, und gleichzeitig wird R(x) = /(; vergleicht man ferner die 
Formen e = ab2 x \ e = ba2 y3 der Zahl e mit der Form iJ = ab2 c\ so er-
giebt sich, dass alle diese irrationalen Zahlen x des Körpers K, deren dritte 
Potenz e rational ist, auf dasselbe Paar a, b oder b, a führen. Wir nennen 
daher diese beiden natürlichen Zahlen a, b, durch welche der reine kubische 
Körper [( vollständig bestimmt ist, die Invarianten des /(örpers [(. 
Da der Körper f( durch V ertanschung von a mit b nicht geändert 
wird, so kann man, um alle reinen kubischen Körper [( und jeden nur 
einmal zu erhalten, so verfahren: man betrachte alle natürlichen Zahlen, 
Nr. ab J a b h 
1 2 2 1 2 4 6 1 1 2 3 3 1 3 9 9 1 1 3 5 5 1 5 25 15 2 1 4 6 6 1 6 36 18 3 1 5 6 3 2 12 18 18 3 1 6 7 7 1 7 49 21 2 3 (7) 10 10 1 10 100 10 2 1 8 10 5 2 20 50 30 6 3 9 11 11 1 11 121 33 4 2 10 13 13 1 13 169 39 4 3 11 14 14 1 14 196 42 6 3 (12) 14 7 2 28 98 14 2 3 13 15 15 1 15 225 45 6 2 
14 15 5 3 45 75 45 6 1 (15) 17 17 1 17 289 17 2 1 (16) 19 19 1 19 361 19 2 3 
17 21 21 1 21 441 63 6 3 
18 21 7 3 63 147 63 6 6 
19 22 22 1 22 484 66 12 3 
(20) 22 11 2 44 242 22 4 1 
21 23 23 1 23 529 69 8 1 
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welche > 1 und durch kein Primzahl- Quadrat theilbar sind, und zerlege 
jede auf alle Arten in zwei Factoren a, b, von denen a der grössere ist; 
bezeichnet man dann mit a und (3 die positiven Kubikwurzeln aus ab2 und 
a2 b, so ist R(a) = R(ß) ein reeller reiner kubischer Körper f(, zu welchem 
jedesmal zwei conjugirte imaginäre reine kubische Körper I{', [('' gehören. 
IIier folgt der Anfang einer solchen 1.~abelle (s. S. 45) aller reinen kubischen 
Körper f(; die in ihr auftretenden Spalten k und k" werden später (§§ 3, 4, 9) 
erklärt werden, und 1t bedeutet die Anzahl der Idealklassen des Körpers. 
§ 3. 
Die in 3ab aufgehenden Priroideale. 
Es sei o die Hauptordnung des Körpers K, d. h. der Inbegriff aller 
m ihm enthaltenen ganzen algebrait>ehen Zahlen, und 
d(o) = D 
die Discriminante oder Grundzahl von /((0. § 175. S. 538). Um 0 und D 
zu bestimmen, betrachten wir zunächst den Modul 
lt = [1, a, ß], 
d. h. den Inbegriff ~ller de~jenigen Zahlen r. = z +xa + y ß, welche durch 
beliebige ganze rationale Zahlen z, x, y erzeugt werden; da die Basis-
zahlen 1, a, ß ganze (algebraische) Zahlen sind, so gilt dasselbe von allen 
diesen Zahlen r., d. h. der Modul n ist theilbar durch den Modul o, was 
in Zeichen durch n > o oder (n, o) = 1 ausgedrückt wird (0. § 171. S. 510); 
zugleich ist 
wo (o, n) die Anzahl der na~h dem Modul n incongruenten Zahlen in 0 
bedeutet (0. § 175. S. 539). Zufolge der Definition der n1·scri·m· t . 
. man e etnes 
Moduls (D § 175. S. 536) 1st nun d(n) das Quadrat det· Dete . 
· rmmante 
1, a, ß 1, a, (3 
1, a', (3' = 1, etQ, ß!/ = 3aß(Q2-Q) 
1 II ß" 1 l (.) 1 ,a, ,aQ,e!l 
und da aß= ab, und (!/-f!l = -3 ist, so ergiebt sich 
d(n) =- 3(3abY; 
aus der Vergleichung mit der obigen Form von d(n) folgt, dass die Anzahl 
( o, n) ein Divisor von 3ab, also 
3ab = k(o, n), D =- 3k2 
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ist, wo k eine natUrliehe Zahl bedeutet. Die Bestimmung dieser fUr alles 
Folgende sehr wichtigen Zahl k wird erleichtert, wenn wir vorher alle in 
3 ab aufgehenden Primideale des Körpers [( aufsuchen, unter welchen sich 
jedenfalls auch alle in der Grundzahl D aufgehenden Primideale befinden; 
mit dieser ohnehin unerlässlichen Aufgabe wollen wir uns daher jetzt 
beschäftigen. 
Betrachten wir zunächst ein in a aufgehendes Primideal ~' so muss 
die durch ~ theilbare natUrliehe Primzahl p, welche zugleich die kleinste 
in ~ enthaltene natürliche Zahl ist (D. § 179. S. 563), ebenfalls in a auf-
gehen, und da ab nicht durch p2 tbeilbar ist, so wird 
a
3 
= ab2 = pq, 
wo q nicht durch p. also auch nicht durch ~ theilbar ist; da nun ~ in 
p, pq, a\ also auch in a aufgeht, so muss ~3 in pq, also auch in p auf-
geben; nach einem allgemeinen, ans der Betrachtung der Normen folgenden 
Satze kann aber die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Primideale, 
deren Product = o p ist, nicht grösser als der Grad des Körpers, in unserem 
Falle also nicht grösser als 3 sein; mithin ist 
op = .p\ N(~) = (o, ~) = p, 
d. h. op ist die dritte Potenz eines Primideals ~ vom ersten Grade (D. § 180. 
S. 565). Ganz dasselbe gilt offenbar fiir alle in b aufgehenden natUrliehen 
Primzahlen p und Primideale .p. 
Ein anderer Weg, um zu dem vorstehenden Resultate zu gelangen, 
stützt sich auf die Mul tiplication und Reduction der endlieben Moduln 
(D. § 170. S. 502 und § 172. S. 519); wir wollen ihn kurz andeuten, seine 
nähere AusfUhnmg aber, weil sie keine Schwierigkeit darbietet, dem Leser 
überlassen. Jeder natUrliehe Divisor m von ab bat die Form m = a1 b1, 
wo a 1 Divisor von a, bi Divisor von b ist; betrachtet man nun den Modul 
m = [m, a, ß], 
so findet man leicht 
11t2 = [m, ala, b~ßJ, m3 = mn; 
da nun 011 = o ist, weil 11 die Zahl 1 enthält, so ergiebt sich 
om = (om)\ 
wo om offenbar ein Ideal ist. Als specieller Fall entspringt hieraus fUr 
das oben mit ~ bezeichnete Primideal die Darstellung 
~ = 0 [p, a, ß]. 
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Unsere Aufgabe, alle in 3ab aufgebenden Primideale zu finden, ist 
durch das Vorstehende offenbar erledigt, wenn ab durch 3 tbeilbar ist; im 
entgegengesetzten Falle, wo 
a2 :- b2 = 1 (mod. 3), 
kommt es aber noch darauf an, die Zerlegung von o 3 in Primideale zu 
finden, und hierbei werden wir auf eine wichtige Eintheilung aller reinen 
kubischen Körper /( in zwei verschiedene Arten geführt werden. Hierzu 
betrachten wir die irrationale ganze Zahl 
,u = a-a, 
welche zufolge a 3 = ab2 der irreducibelen Gleichung 
~t3 +3a ,tt2 +3a2~t+a(a2-b2) = 0 
genügt. Da der Coefficient 3a2 von ,u im dritten Gliede nicht durch 9 
theilbar ist, so kann ft nicht durch 3 theilbar sein (0. § 173. S. 531), aber 
das erste Glied ,u3 ist durch 3 theilbar, weil dies von allen folgenden 
Gliedern gilt. Aus der Existenz einer durch 3 nicht tbeilbaren Zahl ,u, 
deren dritte Potenz durch 3 theilbar ist, folgt bekanntlich, dass o 3 nicht 
ein Product von lauter verschiedenen Primidealen, sondern durch das Quadrat 
eines Primideals ~ theilbar ist; setzt man demgernäss 
o3=lJ2 lJ,, 
so folgt aus der Betrachtung der Normen leicht, dass lJ und ~~ Primideale 
ersten Grades sind; denn wenn man N(~) = 3"', N(~1 ) = 3n setzt, wo 
m > l, n> O, sofolgtN(o3)=33 =32 m+n, also3=2m+n,mithinrn=n=l; 
es ist daher 
N(lJ) = N(lJt) = 3, 
und folglich ist auch ~~ ein PrimideaL Aber nun entsteht die Frage, ob 
~~ identisch mit ~ ist oder nicht; hierauf antwortet der folgende 
Satz: Die in der Zerlegung o 3 = .):>2 .):> 1 auftretenden Primideale ersten 
Grades ~' -IJ1 sind gleich oder verschieden, je nachdem a2-b2 untheilbar oder 
theilbar durch 9 ist. 
Zum Beweise benutzen wir die obige kubische Gleichung, welche 
zufolge ,u+a = a die Form 
,u
3
+3aa,u+a(a2 -b2) = 0 
annimmt, und bezeichnen mit r den Exponenten der höchsten m (a2-b2) 
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aufgehenden Potenz von 3, welcher jedenfalls > 1 ist, wi:"ihrend a und a 
relative Primzahlen zu 3 sind. Ist nun erstens lJ = l!1, also o 3 = l!\ und 
ps die höchste in ,u. aufgehende Potenz von .\J, so ist 1 <s< 2, weil ,u durch 
.\), aber nicht durch 3 theilbar ist, und die Exponenten der l1öchsten in ,u}, 
3aa ,u, a(a2 -b2) aufgehenden Potenzen von p sind der Reihe nach 3s, 
3 + s, 3 r. Die beiden ersteren sind von einander verschieden, weil 3 + s 
uicht durch 3 theilbar ist, und da der kleinere von ihnen zufolge der obig·en 
Gleichung mit dem dritten 3r übereinstimmen muss, so ergiebt sich 
3r = 3s< 3+s< 5, also r = s = 1, mitbin ist (a2-b2) nicht durch 9, und ,Lt 
nicht durch p2 theilbar. Ist aber zweitens p verscllieden von .\J 1 , also 
o3 = .\J2 P1 nicht theilbar durcl1 .\J~, so ist .p~ die höchste in (a2 -/i) auf-
gehende Potenz von lJ 1 i da nun ,n3 dnrcb 3, also 11 gewiss durch .\J1 theil-
bar ist, so sind die Zahlen ,n\ 3aa~~ mindestens durch p~ theilbar; zufolge 
der obigen Gleichung· muss daher auch (a2-b2) durch Pi theilbar sein, 
mitl1iu ist 1·> 2, also (a 2-b2) theilbar durch 9. - Die beiden einander aus-
scbliessenden Annahmen über f1 und p1, welche alle Fälle erschöpfen, fUhren 
also zu zwei Folgerungen über die Zahl (a2 -b2), welche ebenfalls einander 
ausscbliessen und alle Fälle erschöpfen; mithin muss umgekehrt .\) = .\)1 oder 
lJ von .\)1 verschieden sein, je nachdem (a2 - b2) nutheilbar oder theilbar 
durch 9 ist, w. z. b. w. 
An den vorstehenden Satz knüpfen wir noch die folgenden Be-
merkungen. Obgleich derselbe nur fUr den Fall ausgesprochen und be-
wiesen ist, wo ab nicht durch 3 theilbar ist, so umfasst er doch offenbar 
auch den schon vorher erledigten Fall, wo ab durch 3 theilbar ist, weil 
dann ebenfalls o3 = p\ und a2-b2 nicht einmal durch 3, geschweige durch 9 
theilbar ist. Wir theilen daher alle reinen kubischen Körper K nach dem 
Verhalten der Zahl 3 in zwei At·ten ein und nennen K einen Körper erster 
oder zweitet· Art, je nachdem a'l_ b2 untheilbar oder theilbar durch 9 ist 
. ' 
oder - was nach dem Vorstehenden l1iermit gleichbedeutend ist - je 
nachdem die in der Zerlegung o 3 = .\J2 .\J1 auftretenden Primideale .):1, p1 gleich 
oder versc1Jieden siud. 
Hierauf wollen wir den Fall eines Körpers f( von zweiter Art noch 
etwas näher betracllten; dann kann man 
a
2 = b2 = 1-3c (mod. 9) 
setzen, wo c eine nach dem Modul 3 .bestimmte ganze rationale Zahl 
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bedeutet. Da das Product a 2 - b2 der beiden Factoren a + b durch 9 theilbar, 
ihre Summe 2 a aber nutheilbar durch 3 ist, so können sie nicht beide durch 3 
tbeilbar sein, und folglich muss einer von ihnen durch 9 tbeilbar sein; mithin ist 
a = + b (mod. 9), 
und umgekehrt folgt hieraus, dass K ein Körper zweiter Art ist. Unter 
den 21 Körpern der Tabelle am Schlusse von § 2 sind daher die 5 durch 
Einklammerung ihrer Nummern (7), (12), (15), (16), (20) kenntlich ge-
machten Körper von zweiter, die übrigen 16 von erster Art. Wir wollen 
nun darauf ausgehen, die beiden in 3 aufgehenden Primideale .p, .p
1 
deutlich 
zu unterscheiden. Da die dritte Potenz der Zahl ,u = a- a durch 3 tbeilbar 
ist, so muss ft durch .lJ.PI, also /-t2 durch .P 2 .P~ = 3 .)J1, mithin auch durch 3 
theilbar sein; nun ist aber 
ft2 = (a-aY = a2 -2aa +a2 = bß-2aa+ a2 
= (l+aa + bß) + (a2-1-3aa), 
und da der zweite eingeklammerte Bestandtheil offenbar durch 3 theilbar 
ist, so gilt dasselbe auch vou dem ersten; setzen wir daher 
I+aa+bß 
r = 3 - ' 
so ist r eine ganze Zahl; durch Einführung derselben geht die obige 
Gleichung, weil a2 -1 =- 3 c (mod. 9) ist, in die Congruenz 
,u
2 = 3 (r-c-aa) (mou. 9) 
über, und da die Zahlen ,u2 und 9 durch 3.pl theilbar sind, so folgt 
r=c+aa (mod . .pl ); da ferner ,n = a-a durch .Pt theilbar, also a =a, 
aa = a2 = 1 (mod . .lJ1) ist, so ergiebt sich 
r = c+ 1 (m0d . .)J 1). 
Um eine ähnliche Congruenz für das andere Primideal p zu er-
halten, setze man die kubische Gleichung, deren Wurzel ,u ist, in die Form 
.LI(.n2 + 3aa) +a (a2-b~) = 0; 
da a2 - b2 durch 9, also durch .)J4 theilbar ist, so folgt hieraus die Oon()'ruenz 
0 
!-t(u2 + 3aa) = 0 (mod . .lJ4); 
nun ist 1-t zwar durch .)J.)J1, aber nicht durch .)J2 theilbar (weil sonst ft durch 
.lJ2.)J1, also durch 3 theilbar wäre), mitbin 
!-t2+ 3aa = 0 (mod . .lJ3); 
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vergleicht man dies mit der obigen Congruenz 
,u
2 +3aa = 3(y- c) (mod. 9), 
welche, weil 9 durch .):!4 theilbar ist, auch fiit· den Modul .):! 3 gilt, so folgt 
dass 3(y-c) durch .):! 3 theilbar ist, und da 3 zwar durch .):1 2, aber nicht 
durch .):13 theilbar ist, so ergiebt sich die gesuchte Congruenz 
r = c (mod . .p). 
Besonders hervorzuheben ist aber noch das obige Resultat, dass es 
in jedem Körper zweiter Art eine ganze Zahl r giebt, welche nicht in dem 
Modul n enthalten ist; hierans folgt, dass die Hauptordnung o ein echter 
Theiler von n, also (o, 1t) > 1 ist. 
§ 4. 
Die Grundzahl D. 
Mit HUlfe der eben geführten Untersuchung· über die in 3ab auf-
gehenden Primideale gelingt es nun ohne Schwierigkeit, die Hauptordnung o 
jedes reinen kubischen Körpers 1( und hiermit seine Grundzahl D, sowie 
die in den Gleichungen 
3ab = k( o, n), D = -3/t2 
auftretenden natUrliehen Zahlen k und (o, n) zu bestimmen. Nach einem 
allgemeinen Satze der Modultheorie (0. § 171. I. S. 511) ist o (o, n) >n, 
d. h. jede Zalll des Moduls o wird durch .Multiplication mit (o, n) in eine 
Zahl des Moduls n verwandelt. Bedeutet daher w jede beliebige ganze Zahl 
des Körpers [(, d. h. jede in o enthaltene Zahl, so wird ( o, n) w, also auch 
k(o, tt) w = 3ab w iu dem l\Iodul n enthalten sein, und folglich ist 
3abw = z+xa+yß, 
wo z, x, y ganze mtionale Zahlen bedeuten; um daher alle Zahlen w zu 
finden, haben wir alle Systeme z, x, y zu suchen, für welche 
z+xa+yß=O (mod.3ab) 
wird. Bedeutet nun zunächst p eine in a aufgehende natürliche Primzahl, 
so ist , wie in § 3 gezeigt ist, op = ,P\ und da a3 = ab2, ß3 = a2b ist, so 
leuchtet ein, dass .):J die höchste in a, und .):!2 die höchste in ß aufgebende 
Potenz des Primideals ,p ist. Aus der Congruenz 
z+xa+y/3 = 0 (mod . .):!3) 
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durch p, also durch p3 theilbar sein (D. § 179. S. 563), und hierdurch 
kommt die vorstehende Congrnenz auf 
xa+yß- 0 (mod. p3) 
zurück. Aus dieser Congrnenz folgt wieder xa - 0 (mod. ~2), und da a 
nicht durch ~2 theilbar ist, so muss die rationale Zahl x durch .p, also 
auch durch p theilbar sein. Hierdurch reducirt sich unsere Congruenz 
auf yß - 0 (mod . .\:13), und da ß nicht durch .\)3 theilbar ist, so muss auch 
die rationale Zahl y durch .p, also auch durch p theilbar sein. Mithin sind 
alle drei Zahlen z, x, y durch p theilbar. 
Offenbar gilt ganz dasselbe für jede in b, also für jede in ab auf-
o-ehende n~ttürliche Primzahl p, und da ab ein Product von lauter ver-
., 
schierlenen Primzahlen p ist, so müssen die ganzen rationalen Zahlen z, x, y 
alle durch ab tbeilbar, also von der Form 
z = abw, x = abu, y = abv 
sein, wo w, 1t, v wieder ganze rationale Zahlen bedeuten; · zugleich wird 
3w = w+ua+vß, 
mitbin ist o3 > n, d. h. jede ganze Zahl w wird schon durch Multiplication 
mit 3 in eine Zahl des Moduls 11 verwandelt. 
Ist nun ab tbeilbar dureh 3, gehört also die Zahl 3 zu den eben 
betrachteten Primzahlen p, so müssen auch die Zahlen w u v durch 3 
' ' theilbar sein, mitbin ist jede Zahl w auch in n enthalten, d. h. es ist 0 = n, 
(o, n) = 1, k = 3ab. Betrachten wir ferner den anderen Fall, in welchem 
[{ ebenfalls ein Körper erster Art, also a2 - b2 _ 1 (mod. 3), aber a2_b2 
nicht durch 9 theilbar ist, so ist ~nach § 3) auch jetzt 0 3 = P\ und die 
Zahl 11, = a-a ist durch .\), aber mcht durch .\)2 theilbar. Multiplicirt man 
nun mit b und bedenkt, dass bß = a 2 = (.tt+aY ist, so wird 
wo die Zahlen 
3bw = bw+bu(.n+a)+v(.u+aY 
= x0+x~.n+x2,n\ 
x., = bw+abu+tlv, x 1 = bu+2av, x2 =., 
ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und der Congruenz 
xu+x~,n+x2,u2 = 0 (mod. p3) 
genügen; da aber .p und .p2 die höchsten resp. in ft und ,n2 aufgehenden 
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Potenzen von ~ sind, so ergiebt sich ebenso wie oben, dass die Zahlen 
x0, x1, x2 der Reihe nach durch ~' also auch durch 3 tbeilbar sind, und 
hieraus folgt offenbar, dass auch die Zahlen v, u, w der Reihe nach durch 
3 theilbar sind; mithin ist auch in diesem Falle jede Zahl w in dem 
Modul n enthalten, und es gilt folglich der 
Satz. Ist f( ein Körper erstm· Art, so ist 
o = n = [1, a, ß], 
k = 3ab, 
Zugleich ergiebt sieb filr diesen Fall, wie der Leser aus § 3 leicht 
ableiten wird, die folgende Darstellung aller in der Grundzahl D auf-
gehenden Primideale ~· Geht fJ in ab auf, so ist 
~ = [p, a, rn 
wo p wieder die durch ~ theilbare natürliche Primzahl bedeutet; geht 
aber fJ nicht in ab auf, ist also p = 3, und ab nicht theilbar durch 3, so ist 
ll = [3, a-a, ß-b]. 
Hierauf wenden wir uns zu den Körpern [( von zweiter Art, also 
zu den Körpern K, welche durch die Congrnenz a = ± b (mod. 9) cbarak-
terisirt sind, woraus zugleich folgt, dass ab nicht durch 3 theilbar ist. 
Wir haben schon am Schlusse von § 3 hervorgehoben, dass in diesem 
Falle die Hauptordnung o ein echter Theiler des Moduls n, also (o, n) > 1 
ist; da ferner in dem gegenwärtigen § 4 bewiesen ist, dass der Modul n 
immer ein '!'heiler des Hauptideals o 3 ist, so ist nach zwei allgemeinen 
Sätzen der Modul- und Idealtheorie (D. § 171. S. 510 und § 180. S. 564) 
(o, n) (n, o3) = (o, o3) = N(o3) = N(3) = 3\ 
also ist (o, n) eine der Potenzen 3, 32, 33 ; zufolge § 3 ist aber auch 
3ab = k(o, n), und da ab nicht durch 3 theilbar ist, so ergiebt sich (o, n) = 3, 
I& = ab. Es ist nun auch leicht, die Hauptordnung o als endlichen Modul 
darzustellen. Zu diesem Zweck erinnern wir an das in § 3 gewonnene 
Resultat, dass die in n nicht enthaltene Zahl 
l+aa+bß' 
r = 3 
eine ganze Zahl, also in o enthalten ist; setzen wir daher 
0 1 = l1 f (/'] = [1, a, {3, r ], 
so ist der Modul o1 ein Vielfaches von o und zugleich ein rrheiler von n 
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(nämlich der grösste gemeinsame Theiler von tt und [y]), und hieraus folgt 
nach dem schon vorher benutzten Modulsatze 
(o, o1) (ot, n) = (o, n) = 3; 
da endlich die in o1 enthaltene Zahl r nicht in n enthalten, also 01 ein 
echter Theiler von n, mithin (o1, n) > 1 ist, so folgt*), dass (01, n) = 3, 
(o, o1) = 1, also o = 01 sein muss, womit die gesuchte Darstellung· von o 
gefunden ist. Bedenkt man noch, dass 1 = 3 r-aa- bß ist, so leuehtet 
ein, dass o auch als dreigliedriger Modul [y, a: ß] darstellbar ist. Das 
Hesulta.t unserer Untersuchung besteht daher in dem folgenden 
Satz. Ist [( ein f(örper zweiter Art, so ist 
0 = n+[r] = [1, a, ß, rJ = [r, a, ß], 
Ir= ab, D = -3k2• 
Auch fUr diesen Fall lässt sich die Darstellung der in D auf-
g·ehenden Primideale .):> in Form von endlichen Moduln leicht aus § 3 ab-
leiten; da sie aber ftir den weiteren Verlauf unserer Untersuchung nicht 
erforderlich ist, so beg·nügen wir uns, die Resultate kurz anzugeben. Geht 
die durch .):> theiluare natUrliehe Primzahl p iu ab auf, so ist 
.):> = [pr, a, ß] = o [p, a, ß]; 
ist aber p = 3, so findet man fiir die in der Zerlegung o 3 = .):>2.):>1 auf-
tretenden Primideale .):>, .):> 1 und deren Product die Darstellungeu 
.):>.):>1 = [3, a-a, ß-b], 
.):> = flflt+[y-c] = [3, r-c, a-a,ß-b], 
.):>1 = .):>.):>1 +[r-c-1] = [3, r-c-1, a-a, ß- b], 
und das Product .):>.):> 1 ist zugleich der Führer der Ordnung n, d. h. der 
Quotient n: o oder auch der grösste gemeinsame 'rheiler aller in der Ordnung 11 
enthaltenen Ideale (D. § 180. S. 572). -
Nachdem in a.llen Füllen gezeigt ist, wie die Grundzahl D = -3k2 
von den . beid,en Invarianten a, b abhängt, bemerken wir zum Schluss, 
da.ss - I~ Gegensatz zu der 'fheorie der quadratischen Körper _ der 
rcme kubische Körper f( oder vielmehr das System der drei co · · 
.. , " . . DJ ug·utcn 
Korper /{, /{, K oftenbar durch die gemeinsame Grundzahl D im all . · gememen 
*) Diese Folgerung (o" n) = 3 bestätigt sich leicht durch die B k 
. . , . emer ung das 
dw dre1 Zahlen 0, r, 2y offenbar em Restsystem von o, nach n bilden (D. § 171. s.' 509)~ 
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noch nicht vollständig bestimmt ist; so z. B. tritt in den beiden Zeilen 4 
und 5 der Tabelle (§ 2) derselbe W erth /r = 18 auf, mithin haben die 
beiden gänzlich verschiedenen Körpersysteme ;I(, TC, K", von denen das 
3 3 
eine durch v6, das andere durch v12 erzeugt wird, dieselbe Grundzahl 
D = -22 • 3S, und Aehnliches wiederholt sich in den Zeilen 13, 14 und in 
den Zeilen 17, 18 der Tabelle. Dass dieselbe Erscheinung auch bei 
Körpern zweiter Art auftritt, zeigt die Vergleichung des Invariantenpaars 
a = 34 = 2 · 17, b = 7 mit dem Invariantenpaar a = 119 = 7 · 17, b = 2, 
denen derselbe Werth k= ab=2· 7 ·17, also dieselbe GrnndzahlD =- 3·22 ·72 ·172 
entspricht, weil in beiden Fällen a-b (mod. 9) ist. 
§ 5. 
Die in der Grundzahl nicht aufgehenden Prirnideale. 
Wir wenden uns jetzt zu der Aufgabe, auch alle diejenigen natUr-
lieben Primzahlen p, welche nicht in der Grundzahl D aufgehen, in ihre 
idealen Primfactoren .p zn zerlegen. Um die KUrper von erster und zweiter 
Art gemeinsam zu behandeln, erinnern wir daran, dass (nach § 4) jede 
ganze Zahl w in /{ durch Multiplication mit 3 jedenfalls in eine Zahl des 
Moduls 11 = [1, a, ß] verwandelt wird; da p = ± 1 (mod. 3), so ist also 
auch das Prodnct (1 + p)w, welches = w(mod. p) ist, in 11 enthalten, und 
man kann daher immer 
w = z+xa+yß (mod. p) 
setzen, wo z, x, y ganze rationale Zahlen bedeuten. Durchläuft jede von 
ihnen ein bestimmtes System von p incongruenten Zahlen (mod. p), so 
nimmt der Ausdruck rechter Hand p3 verschiedene W erthe v an, und jede 
in 11 enthaltene Zahl ist wenigstens einer dieser Zahlen v congruent (mod. p ); 
zufolge der vorstehenden Congruenz ist aber auch jede ganze, d. l1. jede 
in o enthaltene Zahl w mit einer Zahl "' congruent, und da die Anzahl 
(o, op) aller nach p incongruenten Zahlen w ebenfalls = N(op) = N(p) = p3 
ist, so ergiebt sich, dass die genannten Zahlen v sämmtlich incongruent 
(mod. p) sind und folglich ein Restsystem von o nach op bilden (0. § 180. 
S. 564); es kann daher auch nur dann w = 0 (mod. p) werden, wenn 
z = x- y = 0 (mod. p) ist.*) 
*) In der Zeichensprache der Modul- und Idealtheorie (D. § 1G9. S. 49G, 498 
und ~ 171. S. f>lü und § 180. S. 564) drücken sich diese Beziehungen zwischen o, 11 
und p auf folgende Weise aus: n+op=o, n-op=np, also (n,op)=(n,np) 
= (o, op) = N(p) = P 3• 
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d fu .. r· alle cranzen alo-ebraischen Zahlen ;, 7], ~ ••• Benutzt man nun en • o  
o·eltenden Satz (D. § 185. S. 617) 
b (§ +7J+(;+ .. .Y' = sP+17P+~?+ .. • (mod. p) 
und bedenkt, dass nach Fermat fi.ir jede ganze rationale Zahl z immer 
zP = z ( mod. p) ist, so ergiebt sich 
wr' = z+xa"+yß" (mod. p) 
und durch Wiederholung dieses Verfahrens allgemein 
n n n w~' = z+xa2' +yß" (mod. p), 
wo n jede natUrliehe Zahl bedeutet. Das Verhalten der Primza~l P i~t 
nun ganz verschieden, je nachdem p = + 1 odet· p = -1 (mod. 3) 1st; wn· 
trennen daher unsere Untersuchung in zwei Haupttheile und betrachten 
zuerst den einfacheren Fall 
I. p = 3m-1 =- 1 (mod.3). 
Dann ist p'
2
- 1 = (p + 1) (p - 1) = 3m (p -1), und da ab nicht durch P 
theilbar ist, so folgt aus dem Satze von Fermat 
also 
aP'-1 = (ab2)"•<r-lJ = 1 (mod. p) 
ßP'-1 = (a2 b)"'<P-I)= 1 (mod. p), 
a P' == a, ß1'' ==: ß (mod. p), 
und folglich genUgt jede ganze Zahl w des Körpers [( der Congruenz 
w1'' =: w ( 1 ) moc. p. 
llieraus folgt erstens, dass p durch kein Primidealquadrat theilbar 
sein kann; denn wenn in irgend einem endlieben Körper jede ganze Zahl w 
einer Congrnenz von der Form 
w ==: lw2+ftw3+vw4+ ... (mod. a) 
genUgt, wo a ein bestimmtes Ideal, nnd A., ft, v ... bestimmte ganze Zahlen 
dieses Körpers sind, so mUsste, wenn a durch das Quadrat eines Primideals ~ 
theilbar wäre, jede durch ~ theilbare Zahl w auch durch lJ2 theilbar, d. h. 
es mUsste ~ selbst durch ~2 theilbar sein, was unmöglich ist. 
Da ferner die Anzahl der inconoTnenten Wurzeln w de~ obigen 
Oongruenz = (o, op) = p\ also grösser als ~hr Grad pz ist, so folgt zweitens 
(D. § 180. S. 570), dass op selbst kein Primideal, also ein Product von zwei 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
Dedekind, über die Awzahl der Idealklassen in 1·einen kubischen Zahllröt·pern. 57 
oder drei verschiedenen Primidealen ist. Im letzteren Falle müssten diese 
drei Primideale, weil das Product ihrer Normen= N(op) = p3 ist (D. § 180. 
S. 564), alle vom ersten Grade sein, es müsste daher (D. § 180. V. S. 570), 
wenn w jede ganze Zahl bedeutet, wP- w durch jedes dieser Primideale, 
also auch durch ihr Product o p tbeilbar sein; nun ist aber z. B. aP - 2 
= a 3 Cm - I) = (ab2)'11-I, und a2 = bß, also aP = gß, wo g eine ganze rationale 
Zahl bedeutet, mithin ist die in n enthaltene Zahl a -aP = a-gß nicht 
durch p theilbar, und folglich unsere Annahme unzulässig. Das Resultat 
unserer U ntersucbung besteht also darin, dass o p ein Product von zwei ver-
schiedenen Primidealen .\), .Pt ist; offenbar muss das eine vom ersten, das 
andere vom zweiten Grade sein, und wir können daher 
setzen. - Hierauf wenden wir uns zu dem Falle 
II. p = 3m+ 1 = + 1 (mod. 3). 
Dann hat bekanntlich (D. § 31. S. 73) die Congruenz u3 = 1 (mod. p) 
drei incongruente rationale Wurzeln u = 1, r~ r2, wo 
r2+r+ 1 = 0 (mod. p) 
ist; bedeutet ferner c irgend eine durch p nicht theilbare ganze rationale 
Zahl, so ist cP-1 = C3111 = 1 (mod.p), und folglich c'"=r•(mocl.p), wo der 
Exponent e nach dem Modul 3 bestimmt ist; je nachdem e durch 3 theilbar 
oder nutheilbar ist, ist die Zahl c kubischer Rest oder Nichtrest von p, d. h. 
die Congruenz w3=c (mod. p) hat im ersten Falle drei incongruente Wurzeln w, 
im letzteren gar keine. 
Wendet man dies auf die Zahl c = ab2 an und bedenkt, dass 
(ab'2) (a2b) = (abY ist, so kann man gleichzeitig 
(ab2)"' = r•, (a2 b)"' = r2" (mod. p) 
setzen, und bieraus folgt 
nP = a1·•, a"' = ar2', a 1'' = a l 
f3P- (3r2•, (3P' = (3r•, j3P' = (3 J ( mod. p), 
mithin genügt jede ganze Zahl w der Congruenz 
wP' = w (mod. p). 
Hieraus folgt wieder erstens~ dass p durch kein Primidealquadrat 
theilbar ist. Wir wollen zweitens beweisen, dass p durch kein Primideal 
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zweiten Grades .p theilbar sein kann; wäre dies nämlich der Fall, so mUsste 
(D. § 180. V. S. 570) jede ganze Zahl w ausser der vorstehenden auch den 
Congruenzen w P' = w ( mod . .lJ ), wP' _ wP ( mod . .p), mithin auch der Congruenz 
wP = w (mod . .p) genügen; dann wäre aber die Anzahl (o, .p) = N(t>) = p2 der 
inconO'rueoten Wurzeln w dieser letzten Congruenz grösser als ihr Grad p, b 
was uumöglich ist (D. § 180. S. 570), und folglich ist unsere Annahme, p sei 
durch ein Primideal zweiten Grades theilbar, unzulässig. 
Es bleiben daher nur zwei Fälle übrig: entweder ist op ein Prodnct 
von drei verschiedenen Primidealen ersten Grades .):l, .):l 1, .p2, oder op ist selbst 
ein Primideal dritten Grades. Im ersteren Falle ist wP-w ftir jede ganze 
Zahl w durch jedes der ilrei Primideale .):l, .).11, .lJ2, also auch durch ihr 
Productop theilbar; wendet man dies auf die Zahl w = a an, so folgt, dass 
a (1- r•) durch p theilbar ist , und da a relative Primzahl zu p ist, so er-
giebt sich r• = 1 (mod. p ), also e = 0 (mod. 3), d. h. die Zahl ab2 (und 
ebenso a2 b) ist kubischer Rest von p. Umgekehrt, wenn dies der Fall, 
also e durch 3 theilbar ist , so folgt aP = a, (3P = ß (mod. p), also auch 
allgemein wP = w (mod. p), und es kann daher op kein Primideal sein, weil 
sonst die Anzahl (o, op) = p3 der incongTuenten Wurzeln w dieser Congrnenz 
grösser als iht· Grad p wäre. Das Resultat unserer Untersuchung besteht 
also hierin: Es ist 
op = .).lpJ.).lz, N(.).l) = N(.p, ) = N(tJ 2) = p, 
wo .p, \J1, .lJ2 drei verschiedene Primideale bedeuten, oder es ist op selbst eiu 
Primideal dritten Grades, je nachdem die Zahl ab2 kubischer Rest oder Nicltt-
rest von p ist. 
§ 6. 
Die Di,.ichletsch e Jdealfunction. 
Das Ziel, welches wir in der gegenwärtigen Abhandlung zu erreichen 
suchen, besteht in der Bestimmung der Anzahllt de1· Idealklassen im Kö
1
• er K. 
Die hierzu fHhrende, von Diricltlet vorgezeichnete Methode stützt si~l be-
kanntlich (0. § 184. S. 609-611) auf die Betrachtung der Function 
J - ">' 1 _ n 1 
- - NCaY- · --f ' 
1 - - -
N(.p)• 
wo a in der Summe alle Ideale, und .lJ in dem Producte alle Primideale 
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wie sich diese Functiou J der Variabelen s fiir unendlich kleine positive 
W erthe von s -1 verhält. Bezieht sich nämlich das Grenzzeichen lim auf 
diese Annäherung der Variabelen s an die Zahl 1, so wird 
lim(s-1) J = gh, 
wo h die Klassenanzahl der Ideale, und g eine wesentlich von der Grund-
zahl D und von den Einheiten des Körpers abhängende Gonstante bedeutet, 
deren allgemeiner Ausdruck 
g= 
v(D) 
jetzt für unseren Fall eines reinen kubischen Körpers K zu specialisiren ist. 
Der Nenner v ( D) ist die positive Quadratwurzel aus dem absoluten 
Werthe (D) der Grundzahl D = -3k\ also y(D) = kVS, wo iB positiv, und 
k = 3 ab oder= ab ist, je nachdem J( ein Körper erster oder zweiter Art 
ist. Das Zeichen n hat die gewöhnliebe Bedeutung der Ludolfschen Zahl 
3,14159 ... , und n ist der Grad des Körpers K, also n = 3. Die Zahl v 
ist dadurch bestimmt, dass (2v-n) die Anzahl der reellen, also 2(n-v) die 
Anzahl der imaginäreil unter den mit [( conjugirten Körpern /{, f(', f{" ist; 
mithin ist v = 2. Die Gonstante E bestimmt sich durch r E = S', wo 1' die 
Anzahl 2 aller in dem (reellen) Körper I( enthaltenen Einheitswurzeln + 1, 
und S' den Regulator eines Fundamentalsystems S von (v- 1) Einheiten 
in K bedeutet (D. § 183. S. 597, 602); da v = 2 ist, so besteht S aus einer 
einzigen Einheit 8 > 1, und der Regulator S' ist = log 8, mithin E = t log 8 
(und alle Einheiten in [( haben die Form + 8"', wo m alle ganzen rationalen 
Zahlen durchläuft). Durch das Eintragen aller dieser Werthe in den obigen 
Ausdruck erhalten wir 
mithin 
2n log E 
g= -- ' /q 3 
]. ( l)J 1 2nlog8 1m s- = 1t --=- . 
k l/3 
FUr die Bildung der Function J, zu welcher wir jetzt übergehen, 
legen wir die Productform zu Grunde; durchläuft p alle natUrliehen Prim-
zahlen und bezeichnen wir mit F(p) denjenigen Factor von J, welcl1er von , 
allen verschiedenen in p aufgehenden Primidealen ~ herrUhrt, so wird 
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setzen wir ferner zur Abkürzung 
1 
P"= - 1- , 
1- -pns 
wo n irgend eine naturliehe Zahl bedeutet, so ergeben sich (nach §§ 3, 5) 
die folgenden Regeln zur Bestimmung des Factors F(p). 
1) Gelü p in k auf, so ist op = ~\ wo ~ ein Primideal ersten Grades, 
also N(p) = p, mithin F(p) =Pt. 
2) ·Gellt p nicht in k, aber in D auf, so ist p = 3 und J( ein Kör~er 
zweiter Art; dann ist op = o3 = ~·l ~ 1 , wo ~ und ~ 1 zwei verschiedene Pnm2-
ideale ersten Grades bedeuten, also N(~) = N (~ 1 ) = 3 = p, mithin F(p) = p 1' 
3) Geht p nicht in D auf, und ist p = -1 ( mod. 3), so ist o P = ~ ~o 
N(~) = p, N(Pt) = p2, mithin F(p) = P1 P 2• 
4) Geht p nicht in D auf, ist ferner p = + 1 (mod. 3), und a b
2 
kubischer Rest von p, so ist op = .):1.):1 1 ~2 , N(~) = N(1J 1) = N(~2) = p, mithin 
F(p) = P~. 
5) Geht p nicht in D auf, ist ferner p = + 1 (mocl. 3) und ab'! kubischer 
Nichtrest von p, so ist o p ein Primideal dritten Grades, mithin F(p) = P3• 
§ 7. 
Der quadratische Körper von der Grundzahl -3. 
Ans der Vergleichung der beiden letzten Regeln für die Primzahlen 
p, welche = + 1 (mod. 3) sind und nicht in D aufgehen, leuchtet ein, dass 
zur Bildung unserer Function J die Theorie der kubischen Reste durchaus 
erforderlich ist. Gauss hat sich seit dem Jahre 1805 mit dieser rrheorie 
und derjenigen der biquadratischen Reste beschäftigt*) und hierbei bald die 
übe.raus folgemeicbe Entdeckung gemacht, dass, um dieselben auf einen 
gleichen Grad von Vollkommenheit zu erbeben wie die Lehre von den 
quadratischen Resten, das Gebiet der höheren Arithmetik, in welcher bis 
dahin nur rationale ganze Zahlen betrachtet waren, durch die Einführung 
von 11euen ganzen Zahlen erweitert werden muss welche aus dritten oder 
. ' 
v1erten Wurzeln der Einheit gebildet sind, und hiermit war zugleich der 
Grund für die allgemeine rrheorie der ganzen algebraischen Zahlen gelegt. 
Gauss hat aber von seinen Untersuchungen nur die auf die biquadratischen 
Reste bezUgliehen theilweise veröffentlicht und clie in seinem Nachlass vor-
' 
*) Vergl. Bd. II seiner Werke, S. 60, 67, 102, 161, 166, 166, 17 1. 
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gefundenen Aufzeichnungen über die aus dritten Wurzeln der Einheit ge-
bildeten Za11len sind wegen ihrer Unvollständigkeit nicht in die Herausgabe 
seiner Werke aufgenommen*). Den in diesem Zahlengebiete Q (dem 
quadratischen Körper von der Grundzahl - 3) geltenden Reciprocitätssatz 
für die kubischen Reste hat zuerst Jacobi**) bekannt gemacht und in seinen 
Vorlesungen bewiesen; derselbe, aus der Theorie der Kreistheilung ge-
zogene Beweis ist später von Eisensteint), der ihn ohne Zweifel unabhängig 
von Jacobi gefunden hat 1 zuerst veröffentlicht. Da dieser Gegenstand 
seitdem von mehreren Autoren tt) behandelt und als hinreichend bekannt 
anzusehen ist, so begnügen wir uns, die wichtigsten, fUr unsere Untersuchung 
nothwencligen Thatsachen kurz in Erinnerung zu bringen. 
Der durch die imaginäre dritte Einheitswurzel Q erzeugte quadratiscl1e 
Körper Q von der Grundzahl - 3 besteht aus allen Zahlen w von der 
Form x+yQ, wo x, y rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl oJ 
geht durch die nicht identische Permutation des Körpers in die conjug·irte 
Zahl w' = x+y(l2 = x-y-y(l über. Da von den Zahlen des reinen 
kubischen Körpers [( im Folgenden gar nicht mehr die Rede sein wird, 
so bezeichnen wir die Norm ww' = x 2-xy+y'l unbedenklich mit N(w), 
und ebenso setzen wir die aus allen ganzen Zahlen w bestehende Haupt-
ordnung [1, Q J = o. Die sechs Einheiten des Körpers sind die Zahlen + 1, 
+ Q, + Q2, die wir gemeinsam immer mit a bezeichnen. Alle Ideale des 
Körpers sind Hanptideale, d. ll. jede von 0 und den Einheiten a verschiedene 
ganze Zahl ist entweder eine Primzahl n des Körpers, oder sie ist zu-
sammengesetzt, und im letzteren Falle kann sie stets und wesentlich nur 
auf eine einzige Art als Product von lauter Primzahlen n dargestellt werden, 
wobei die sechs mit einer Zahl w associirten Zahlen aw als nicht wesentlich 
*) V ergl. unten § 11. 
**) Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monats-
berichte der Borliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in Grelles Jourual ) 
Bd. 30; 1846). 
t) Beweis des Reciprocitätssatzes für die kubischen Reste in der Theorie der 
ans dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complcxen Zahlen (C,·elles Journal 
Bd. 27; 18-±4:). - Nachtrag zum kubischen Reciprocitätl:'l:mtze für die ans dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. Kriterien des kubischen Charakters 
der Zahl 3 und ihrer Theiler (C1·elles Journal Bd. 28; 1844). 
tt) Vergl. namentlich Bachmanu: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre 
Beziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig, 1872 (Vorlesungen 14 und 15). 
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verschieden angesehen werden. Das System aller Primzahlen n ergiebt 
sich in folgender Weise aus der Betrachtung der durch sie theilbaren 
natürlichen Primzahlen p. Die Zahl p = 3 = (1- (I) ( 1-(1 2) = - (1\1- (I Y ist 
wesentlich das Quadrat der Primzahl ersten Grades n = 1-(I; ist p = + 1 
(mod. 3), so ist p = nn' = N (n) = N(n') das Product von zwei conjugirten, 
wesentlich verschiedenen Primzahlen ersten Grades n und n'; ist p = ·-1 
(mod. 3), so ist p selbst eine Primzahl zweiten Grades n in Q, also 
N(n) = p2• Mit Ausnahme des ersten dieser drei Fälle ist daher immer 
N(n) = + 1 (mod. 3). 
Ist ft irgend eine von 0 verschiedene Zahl in 0 , so ist N(p.) die 
Anzahl (o, o,u) aller nach ft incongruenten Zahlen in o; bezeichnen wir ferner 
mit cp' (ft) die Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen w, welche relative 
Primzahlen zu ft sind, so ist cp' (a) = 1 und, wenn ft keine Einheit ist, 
cp'(fl) = N(ft) 11(1- - 1- ) 
N(n) ' 
wo n alle wesentlich verschiedenen, in ft aufgehenden Primzahlen durch-
läuft; zug·leich ist 
w"''<,..) = 1 ( mod. ,u ). 
Ist n eine von (1-(1) verschiedene Pt·im:~:ahl, also N(n) = 3m+ 1, 
q/ (n) =3m, so genügt jede durch n nicht theilbare Zahl w der Congruenz 
w3m-1 = (w'"-1) (w'"-Q) (w'"-(12) '== 0 (mod. n) 
und da bekanntlieb keine der drei Congruenzen ' 
w'"=Q• (mod. n), 
wo e = 0, 1, 2 (mod. 3) zu setzen ist, mehr als m incongruente Wurzeln w 
haben kann, so muss jede von ihnen genau m solche Wurzeln haben. Die-
jenigen m Zahlen w, für welche e = 0 (mod. 3) wird, sind die kubischen 
Reste der Primzahl 1r, d. h. für jede dieser Zahlen w (und nur für diese) 
gicbt es eine oder vielmehr drei incongruente Wurzeln s der ConO'ruenz 
§3 = w (mod. n). Die iibrigen 2m Z~hlen w sind die kubischen Nic~ttreste 
von n und sie vertheilen sich in gleicher Anzahl m auf die beiden Fälle 
e = 1,' 2 (mod. 3). In allen Fällen nennen wir die durch w vollständig be-
stimmte Einheitswurzel (>• den kubischen Charakter oder kurz den Charakter 
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weil hier und in der . Folge eine Verwechselung mit dem Symbol von 
Legendre in der rrheorie der quadratischen Reste nicht zu befUrchten ist.*) 
Unser Symbol wird also vollständig· erklärt durch 
c:Y= 1, c:)=w'" cmod.n), 
wo m die obige Bedeutung bat. Hieraus folgt zunächst, dass rler Werth 
des Symbols ungeändert bleibt, wenn die Primzahl n durch eine associirte 
Zahl an, oder wenn w durch eine nach n congruente Zahl ersetzt wird, 
und da fUr je zwei durch n nicht theilbare Zahlen w11 w2 offenbar das Gesetz 
O'ilt so fällt das Symbol, als Function aller durch n nicht theilbaren 
0 ' Zahlen w angesehen, unter den allgemeinen Begriff eines Charakters einer 
A belselten Gntppe, welche letztere hier von den 3m Zahlklassen w (mod. n) 
gebildet wird (D. § 184. S. 612); diejenigen m Zahlldassen, welche aus den 
kubischen Resten von n, also aus den Zahlen w bestehen, deren Charakter = 1 
ist, bilden ebenfalls eine Gruppe, d. h. sie reproduciren sich durch Multipli-
cation. Da + 1 = ( + 1)\ so ist stets 
Bedenkt man ferner, dass jede Potenz f/ durch die nicht identische 
Permutation des Körpers in (>2" , also die obig·e Congruenz wm = (>" (mod. n) 
in die Congruenz w'm = (!2" (mod. n') übergellt, so ergiebt sich aus der 
Definition des Symboles das Gesetz 
c::) = c :Y. 
Wenden wir dies auf den Fall an, wo w eine rationale Zahl c, also 
c' = c ist, so ergiebt sich 
Ist nun erstens die durch n tl1eilbare natürliche Primzalll p := -1 (mod. 3), 
so sind n und n' associirt mit p = p', mithin 
(*) = 1, wenn p = -1 (mod. 3); 
*) Von dieser Ausdrucks- und Bezeichnungsweise weicht die von Eisenstein benutzte 
ein wenig ab. 
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dasselbe ergiebt sich auch daraus, dass in diesem Falle 3m = (p + 1) (p -1), 
also rn theilbar durch p -1, und folglich cm = 1 (mod. p) ist. Wenn aber 
zweitens p = 3m+ 1 = + 1 (mod. 3) ist, so sind :n, :n' zwei wesentlich ver-
schiedene Primzahlen ersten Grades, und es ist entweder 
oder 
oder 
(~)= (:,) = 1, 
(:) = (J, ( ;. ) = (J2 
(~)= (J2, (;,) = Q· 
Im ersten dieser drei Fälle, und nur in diesem, ist c kubischer Rest von n, 
also c"' = 1 (mod. :n), und da hieraus offenbar auch c"' = 1 (mod. p) folgt, so 
ist (nach § 5. II) die Zahl c auch kubischer Rest von p im Körper der 
rationalen Zahlen; und umgekehrt, wenn Letzteres der Fall ist, so leuchtet 
unmittelbar ein, dass c auch im Körper Q kubischer Rest von n (und n') 
ist; mitbin tritt der erste der drei obigen Fälle dann und nur dann ein, 
wenn c im Körper der rationalen Zahlen kubischer Rest von p ist. -
An dieser Stelle brechen wir die AufzählunO' der für uns wichtigen b 
Eig·enschaften des Körpers Q vorläufig ab, um sie später wieder aufzunehmen. 
Das Vorstehende reicht nämlich schon aus, um die in § 6 begonnene Dar-
stellung der Idealfunction J des reinen kubischen Körpers K wesentlich zu 
vereinfachen. Zu diesem Zwecke führen wir, wenn die Invarianten a, 0 
des Körpers /( und die darans abgeleiteten Zahlen k und D = - 3/&2 ihre 
frühere Bedeutung (§§ 3, 4) behalten, für jede Primzahl :n des quadratischen 
Körpers Q eine Function lfJ(n) ein, welche fiir alles Folgende von der 
grössten Wichtigkeit ist; bedeutet p wieder die durch :n theilbare naturliehe 
Primzahl, so definiren *) wir auf folgende Weise: 
I. Geht :n, also auch p in k auf, so setzen wir 
tp(:n) = 0. 
II. ~~ht n~ also auch p nicht i~ k, wohl aber in D auf, so ist p = 3, 
also :n assocnrt mit (1-Q ), und der Korper K ist von zweiter Art. in diesem 
. ' Falle setzen wn· 
tp(n) = 1. 
*) Die hier für die Primzahlen n, später für alle ganzen Zalllen d I{" Q 
. .. . w es orpers 
erklärte Functwn tp hangt offenbar uusymmetnsch, aber 80 von den I . t L 
· d h d · nvanan en a, " des Körpers [{ ab, dass s1e urc eren V ortauschung in ihr Quadrat übergeht. 
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III. In den übrigen, also in allen denjenigen Fällen, wo :rr, also 
auch p nicht in D aufgebt, setzen wir 
1fJ(n) = ( a!'), 
wo das Symbol rechter Hand die oben angegebene Bedeutung bat, also 
eine Potenz von Q ist. 
Aus dieser Definition folgen offenbar für alle Primzahlen n zunächst 
die beiden Sätze 
IV. 1p(an) = 1fJ(n), 1fJ(n') = 1fJ(ny. 
Man überzeugt sich ferner leicht, dass in allen fünf Fällen, welche 
am Schlusse von § 6 aufgezählt sind, die dort erklärte Function F(p) durch 
den Ausdruck 
1 1 
F(p) = --1 . fl- 1/J(n) 
1-- 1---
P' N(nY 
dargestellt wird, wo das Prodnctzeicben ll sieb auf alle wesentlieft ve1'-
schiedenen, in p aufgehenden Primzahlen n bezieht. Um dies zu beweisen, 
bezeichnen wir den Ausdruck rechter Hand vorläufig mit F1 (p); gehen wir 
die fünf Fälle am Schlusse von § 6 unter Beibehaltung der dortigen Be-
deutung von Pn einzeln durch, so ergiebt sich Folgendes: 
1) Zufolge del' Definition I ist 1/J(n) = 0 fUr jede in p aufgebende 
Primzahl, mitbin F1 (p) = Pt. 
2) Zufolge der Definition II ist tp(n) = 1 für die wesentlich einzige 
in p aufgehende Primzahl n = a (1-Q), und da N(n) = 3 = p ist, so wird 
Ft(P) =Pi. 
3) Die wesentlich einzige in p aufgehende Primzahl n ist p selbst; 
zufolge der Definition III und weil p = -1 (mod. 3) ist, wird dahel' 
1/J(n) = cab2) = 1, 
p 
und da N(n) = p2 ist, so wird F1 (p) = P1 P2• 
4) In diesem (wie in dem folgenden) Falle ist p durch zwei wesentlich 
Verschiedene Primzahlen n, n' tbei~bar, deren Normen N(n) = N(n') = p sind; 
da ferner ab2 kubischer Rest von p, also auch von n und n' ist, so ist zu-
folge der Definition III: 
tp(n) = ( a!
2
) = 1, l/J (n') = ( a;') = 1, 
tnitbin wird F1 (p) = P~. 
Journal für .Mathematik Bd. CXXI. lieft 1. 9 
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5) Da in diesem Falle ab2 kubischer Nichtrest von p, also auch 
von n, n ' ist, so folgt aus der Definition III entweder 
( ') (ab') 2 'I/J1l =----;r= (J 
oder 
'1/J (n) = ca~ 2 ) = (12, ( ab• ) '1/J (n') = 7 = (J , 
mitbin wird in beiden Fällen 
Fl( p) = 1 ._ 1 __ ,_ 1 __ = P3. 
1 (! (! 2 1- - 1- - 1- -p• p• p• 
Nachdem biermit für alle Fälle die Identität F(p) = F1 (p) bewiesen 
ist, ergiebt sich für die Idealfunction J = n F(p) , wo p alle natürlichen 
Primzahlen durchläuft, die folgende Zerlegung 
J= GH; 
llier 1st 
1 1 G=fl--- = ~- , 1 n• 1--p• 
wo sich das Productzeichen n auf alle natürlichen Primzahlen p, das 
S · h b · ht während ummenzew en ~ auf alle natUrliehen Zahlen n ezie ' 
1 
H = n lfJCrr:) 
1- N(rr:)' 
ist, wo das Productzeichen n sich auf alle wesentlieft verschiedenen Prim-
zahlen n des Körpers 0 bezieht. Wir wollen nun dieses unendliche Prodnct H 
ebenfalls in Form einer unendlichen Reihe darstellen. 
Sobald eine Function '1/J(n) für alle Primzahlen n in Q und zwar so 
definirt ist, dass für alle sechs mit n associirten Primzahlen an immer 
'1/J(an) = '1/J(n) wird, so lässt sich die Function 1/J stets zu einer Fnnction '1/J(w) 
jeder ganzen Zahl w in 0 so erweitern, dass für je zwei solche Zahlen w1, w2 
das Gesetz 
V. -1!J(w1 w2) = 'I/J(W1)1/J(W2) 
gilt; schliesst man noch die beiden leicht zu behandelnden, fiir uns aber 
gänzlich interesselosen singulären Fälle aus, wo die gegebenen Zahlen 
'1/J (n) alle = 1, oder alle = 0 sind, so kann eine solche Erweiterung der 
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Function 1/' auch nur auf eine einzige Weise ausgeführt werden. Soll 
nämlich das Gesetz V bestehen, so muss zunächst 1./J (0) = ·tfJ(O) 1.fJ (n), mithin 
VI. tfJ(O) = 0 
sein; da ferner nach unserer Voraussetzung lfl(an) = lfJ(n) ist, so muss 
lfJ(a)tfJ(n) = tfJ(n), also 
VII. l/1 ( a) = 1, 
und folglich auch immer 
VIII. lfl(aw) = tfJ(w) 
sein. Wählt man nun aus jedem System von sechs associirten Primzahlen 
eine bestimmte nach Belieben aus und nennt dieselbe etwa eine primäre 
Primzahl, so ist jede zusammengesetzte Zahl w von der Form 
wo a eine bestimmte Einheit, und wo das System der primären Primzahlen 
n 1, n2 , n 3 ••• ebenfalls vollständig bestimmt ist; nach dem obigen Gesetze, 
welches offenbar für eine beliebige Anzahl von Factoren gelten muss, 
ist dann 
IX. 
und folglich ist die geforderte Erweiterung der Function 1.fJ nur auf eine 
einzige Weise möglich. Dass aber umgekehrt die durch die vorstehenden 
Bestimmungen VI, VII, IX erhaltene Function lfl auch dem obigen Multipli-
cationsgesetze V genügt, leuclltet unmittelbar ein. Zugleicl1 ergiebt sich 
aus IV für unsere Function tp der Satz 
X. lJl (w' ) = tp(wy~. 
Entwickelt man nun jeden Factor des unendlichen Productes H, 
in welchem n ausschliesslich alle primären Primzahlen durchläuft, in eine 
geometrische Reihe 
1 1 !f.J(n) ljJ(rc? !f.!(rc)l 
1
_ !Jl(rr) - + N(rc)• + N(n)i• + N(rc):iS + ... , 
N(rc)' 
so nimmt die letztere zufolge der Erweiterung unserer Function t/J die Form 
1JJ (rc) ljJ(rcZ) !f.! (rcl) lfJ(rcn) 1 + N(rc)• + N(rii)' + N(r[J)• + ... = 2 N(rcn)• 
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man ferner alle diese, den primären Primzahlen n entsprechenden Reihen, 
so erhält man 
wo w jede Zahl von der Form 
einmal durchläuft, in welcher n 1, n 2, n 3 • ••• von einander verschiedene primäre 
Primzahlen, und n17 n2, n3 • • • ganze, nicht negative Zahlen bedeuten. Be-
·~enkt man endlich, dass je zwei verschiedene solche Zahlen w auch nicht 
associirt sind, und dass zu jeder Zahl w sechs associirte Zahlen !" = aw 
gehören, denen dieselbe Norm N(,u) = N(w) und derselbe Werth lj.J(,u) = lj.J(w) 
zukommt, so erhält man das Resultat 
6H tfJ(t-t) 
= I N(t-tY' 
wo das Summenzeichen sieb auf alle von Null verschiedenen ganzen 
Zahlen p, des Körpers Q bezieht. 
Aus der Definition der Function "/-' geht hervor, dass 1/-'(/1-) im~er 
. . . . d z hl k aufgehende Pnm-
und nur dann = 0 Ist, wenn Ii' durch eme m er a . d 
zahl n theilbar ist· lässt man alle diese verschwindenden Ghe er wdehg, so 
• ' • • ·('I' Zahlen !-"' auszu e neu 
ISt die obige Summe nur noch auf alle dieJent"'en ) . t . ' 
welche relative Primzahlen zu der Zahl k sind, und 1Z'/l(fhtl IS Immefir eine 
. F m aller ua en ,u zu nden 
Potenz von Q· Um aber die allgememe or d 2 ' 
. W erth 1 oder Q o er Q besitzt ftit· welche tp(P-) einen vorgescbnebenen ' 
bedUrfen wir des kubischen Reciprocitätssatzes. 
§ 8. 
Der kubische Reciprocitätssatz. 
I d . d' . § 7 begonnene Aufzählung der für unsere Unter· n em wu· 1e m -
suchung wichtio-en Eigenschaften des Körpers Q wieder aufnehmen, schreiten 
wir zunächst z: einer schon von Jacobi empfohlenen und auch von Eisen-
stein benutzten Erweiterung des Symbols 
(~) 
flir alle Fälle, wo ,u relative Primzahl zu 3w ist, während bisher ,u als 
Primzahl n vorausgesetzt war; diese Erweiterung ist genau auf dieselbe 
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Weise durchzuführen wie diejenige der Fnnction 1.f; in § 7. Wir setzen 
daher 
(~) V = 1, 
wo a wieder jede Einheit bedeutet; ist ferner die zusammengesetzte Zahl 
als Product von lauter Primzahlen n 1, n 2, :n3 • • • dargestellt, so setzen wir 
und diese Definition ist eine durchaus eindeutige, weil das vorstehende 
Product ungeändert bleibt, wenn die Primzahlen n durch associirte Prim-
zahlen an ersetzt werden. Aus den frUher erwähnten Eigenschaften des 
einfachen Symbols ergeben sich offenbat· für d~s neue Symbol die Gesetze 
(~)3 = 1, c~)=(w) c+l) -1 (w')-(~)2 
fL (JP, f-t ' f-t - ' fl- 1 - !-l ' 
Cw~~2)= C(;~)(~), (fl~J=C~)C;) 
und wenn ,uu das Product aller wesentlich verschiedenen, in f-1' aufgehenden 
Primzahlen n oder auch irgend eine durch dieses Product theilbare Zahl 
(z. B. ,u) bedeutet, so folgt aus 
wl = W 2 (mod. ,u0) auch (~) = (:;} 
Unser Symbol ist daher, als Function des Zählers w angesehen, auch 
jetzt ein Charakter der Abelschen Gruppe, welche von den cp' (.u) Zahl-
klassen w (mod. ,u) gebildet wird. 
Ist nun der Nenner !-t des Symbols associirt mit der dritten Potenz 
einer Zahl v (in Q), so leuchtet ein, dass fli.r alle cp' (~-t) Zahlklassen 
w das Symbol den W erth 1 hat, weil aus ,u = av3 auch 
(~) - ( w ) - ( w) - (00)3 - 1 fL - O''Va - 'Vli - 'V -
folgt. In jedem anderen Falle giebt es aher unter den höchsten in 1-t auf-
gehenden Primzahlpotenzen n• mindeste11s eine, deren Exponent e nicht 
durch 3 theilbar ist, und man kann nach § 7 einen kubischen Nichtrest 
A. der Primzahl n so wählen, dass 
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wird; setzt man nun p, = vn', so ist v relative Primzahl zu n•, und man 
kann bekanntlieb eine Zahl w1 (mod. p,) durch die Congruenzen 
w1 = 1 (mod. v), W 1 = ). (mod. n•) 
bestimmen; dann ist w1 relative Primzahl zu /1-, und aus den obigen 
Sätzen ergiebt sich 
C~)= co;)C;Y = (~)(~)" = ~ ·· = ~; 
bezeichnet man nun mit w0 alle diejenigen nach 11- incongruenten Zahlen, 
welche der Bedingung 
(~) = 1 
genügen und offenbar für sich eine Gruppe bilden, so folgt leicht, dass 
c~) = 1 oder (J oder ~2 {t 
wird, je nachdem 
w = Wu oder Wu W 1 oder w0 w~ (mod. ,u) 
ist, und jede dieser drei Arten von Zahlen besteht aus t cp' (.u) Zahlklassen 
w (mod. p,). -
Die durch die Primzahl ( 1- (J) nicht theil baren Zahlen ,u zerfallen 
in Bezug auf die vier Moduln 1-Q, (1-QY, (1-~)\ (1-Q)4 resp. in 2, 6, 
18, 54 Zahlklassen, welche auf folgende Weise dargestellt werden können 
ft = + 1 (mod. 1-Q), ,u = a (mod. 3), 
.n=a·4"' (mod. 3-3(1), ft:::=:::a·4"'·(4-3Qt (mod. 9), 
wo a jede Einl1eit, und jeder der Exponenten m, n die Zahlen OJ 1, 2 
durchläuft; aus der letzten Darstellung gehen die anderen successive hervor, 
weil4 - 3Q=l (mod.3-3Q), 4=1 (mod.3), a=±l (mod.l-Q)ist; 
zng·leich wird 
N(.u) = ,a,n' = 42"' = 1 +6m (mod. 9). 
Legen wir diese Darstellung der Zahlen 11- zu Grunde, so nehmen 
die zuerst von Eisenslein aufgestellten und bewiesenen sogenannten Ergänzungs-
sätze folgende Formen an: 
C ;P) = (J m+n, 
(~) = (J 'ln ; 
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der erste dieser vier Sätze folgt sehr leicht ans der ursprünglichen Defi-
nition des kubischen Charakters in Bezug auf eine Primzahl n, während 
der zweite eine tiefer liegende Begründung erfordert, die man am angegebenen 
Orte findet; durch Multiplication ergiebt sich hieraus der dritte und endlich 
durch Quadriren der vierte Satz, weil (~-Q2)2 = -3 ist. Aus diesen Sätzen 
folgt, dass die vier vorstehenden Symbole ungeändert bleiben, wenn die 
Zahl ,n durch irg·end eine nach dem Modul 9 congruente Zahl ersetzt 
wird; ftir das erste Symbol gilt dies sogar schon dann, wenn diese Con-
gruenz in Bezug auf den Modul (3 -3(.1) stattfindet. -
Wir wenden uns endlich zu dem von Eisenstein bewiesenen all-
gemeinen Reciprocitälssatze. Da jede durch (1-~) notheilbare Zahl mit 
einer und nur einer der sechs Einheiten a nach dem Modul 3 congruent 
ist, so finden sich unter den sechs mit ihr associirten Zahlen immer zwei 
Zahlen !L welche der Bedingung l" = + 1 (mod. 3) oder, was dasselbe 
sagt, det· Bedingung ,u2 = 1 (mod. 3) genügen; für je zwei relatitJe Prim-
zahlen ,u, Y, welche zugleich diese Bedingung ,tt2 = y2 = 1 (mod. 3) erfüllen, 
gilt dann das Gesetz 
c~t) = c:); 
falls aber die Zahlen ,u,, Y die genannte Bedingung nicht erfüllen, so findet 
zwischen den beiden vorstehenden Symbolen eine Beziehung statt, welche 
mit Hülfe des ersten der obigen vier Ergänzungssätze immer leicht ab-
zuleiten ist. 
Wir benutzen jetzt die vorstehenden Sätze zu einer wesentlichen Um-
formung unserer in § 7 erklärten Function t.p(.u) unter der Voraussetzung, 
dass ,u relative Primzahl zu k ist. Hierbei müssen wir die beiden Fälle 
·unterscheiden, wo der reine kubische Körper K von erster oder zweiter 
Art ist (§ 3). 
Im ersten Falle 'ist /;, = 3 ab, und da ab durch 3, aber nicht durch 
9 theilbar sein kann, so bezeichnen wir mit 3", 3~ die höchsten in a, b 
aufgehenden Potenzen von 3 und setzen 
wo entweder u = " = 0, oder u = 1, " = 0 oder u = 0, v = 1 ist, während 
a
1 
und b1 nicllt durch 3 theilbar sind. Ist nun ,u relative Primzalll zu Ir, 
und stellen wir dieselbe in der Form ,u = n1rr2n3 ... als Product von lauter 
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Primzahlen n dar (von denen keine in D = - 3k2 aufgehen kann), so folgt 
ans den Definitionen III und IX in § 7 zunächst 
lfJ(~t) = (~) cab 3 )(~)' • • = (~) = ( ~ )u+2D cal b;); 
nl n2 713 p, p, fL 
wählt man nun eine Einheit a so, dass a.u = ± 1 (mod. 3) wird und bedenkt, 
dass auch a1 b~ = + 1 (mod. 3) ist, so folgt aus dem allgerneinen Reci-
procitätssatze 
cal b~)= ( a,b; )= (~), 
p, (fP, al bl 
und wir erhalten das Resultat 
XI. 1/J(tt) = ( ~ )u+2D ( :~2)' 
r I I 
a.u = + 1 (mod. 3), k = 3ab = 31+u+D • a1b1. 
In zweiten Falle, wo J( von zweiter Art, also k =ab= + 1 (mod. 3), 
und a 2 = b2 (mod. 9), also auch ab2 = a3 = + 1 (mod. 9) ist, ergiebt sich aus 
den obigen Ergänzungssätzen (wo ~t, a, m, n, resp. durch ab2, + 1, 0, 0 zu 
ersetzen sind) 
( I! ) - 1 cl-1!) = 1 ab" - ' ab' 
und, weil jede Einheit a = + (>r ist, auch 
(a~•)= 1. 
Ist nun .U relative Primzahl zu k, so kann man stets 
~t = a(1-(.Jfv 
v relative Primzahl 
Gleichungen ergiebt 
setzen, wo a eine Einheit, und ,, = 1 (mod. 3), also 
zu 3k, mithin auch zu D ist· aus den vorstehenden 
sich mit Hülfe des Reciprocit~tssatzes 
) (ab') (a~')=C~.)( 1ab'ey(a~')=(a~' = -;v · 
Gehen wir jetzt zur BestimmunO' von 1/JC.u) über, so folgt aus der obigen 
Darstellung von .U mit Rücksieht :uf V, VII, II in § 7 zunächst 1/J(~t) = lfJ(v); 
stellt man ferner die Zahl v als Product ntn2n3 . . . von lauter Primzahlen 
dar, von denen keine in D aufgeben kann, so folgt aus III und IX in § 7 
b' (ab') 
lfJ(v)= (~·)(a~')(:3 )··· = v' 
und wir erhalten daher das einfache B.esultat 
XII. 1p(.u) = (--!iJ-), wenn k =ab. 
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Aus diesen Darstellungen XI und XII der Function ljJ(p-) ergeben 
sicl1 die folgenden wichtigen Sätze. 
XIII. Die Function 1jJ (.u) hat {ü1· alle Za!tlen ,u, welche derselben 
Zahllclasse in Bezug auf den Modul k angeltören, einen und denselben We1·th. 
Dies leuchtet für den zweiten Fall unmittelbar aus XII ein, weil k 
durch jede in ab2 aufgehende Primzahl n theilbar ist, mithin aus ftl = ,u 
(mod. k) auch 
also tp(.u1) = 1Jl(.u) folgt. Dasselbe ergiebt sich ftir den ersten Fall auf 
folgende Weise aus XI. Da k = 3ab ist, so folgt aus ft1 = fL (mod. Ii) auch 
/1 1 = ,u (mod. ~); ist daher die Einheit a so gewählt, dass a,u = + 1 (mod. 3) 
wird, so ist auch a,u1 = + 1 (mod. 3), also 
( ) _ ( 3 )'H·2v ( (j~L \ 1jJ ,ILI - - ......12 ) j 
P,1 a, b, 
da nun a ,ul = a,u (mod. k), und k durch jede in a1 bi aufgehende Primzahl n 
theilbar ist, so folgt 
c:~~2) = c:~J 
1 l 1 1 
und hieraus, falls u+2v = 0 ist, tp(,u1) = 1./J(,n); wenn aber u+2v>O, also k 
durch 9 theilbar ist, so ist auch ,U 1 = ,n (rnod. 9), also 
( :, ) = (! ), 
mithin ist auch in diesem Falle tp(.u 1) = 1jJ(.u), w. z. b. w. 
XIV. Ist ,u = r (mod. lf), wo r eine rationale 1·elative Primzahl zu k 
bedeutet, so ist 1/1 (ft) = 1. 
Bedeutet ,u' wie früher die mit ft conjugirte Zahl, so folgt ans unserer 
Annahme auch ,u' = 1·, also*) .n = ,n' (mod. k), mithin znfolge XIII auch 
1p(p) = 1/l(u'); da ferner nach X in § 7 stets 1/l(,u') = tp(,n/ ist, so folgt 
1jJ(.tt) = 1, w. z. b. w. 
XV. Ist p eine in k aufgehende natürliche Primzahl, 1md k = pq, so 
giebt es immer eine relative Primzahl ft zu k, welche den beiden Bedingungen 
(mod. q), tp(.u) = Q 
genügt. 
*) Aus f-t = t-t' (mod. k) folgt umgekehrt, dass fA einer rationalen Zahl congruent 
ist (mod. k). 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. lieft 1. 10 
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Bei dem Beweise haben wir eine Reihe von Fällen zu unterscheiden 
' und wir wollen zunächst den Fall p = 3 betrachten, welcher nur dann ein-
treten kann, wenn der kubische Körper J( von erster Art ist; wir haben 
für den Beweis also die Darstellung XI der Function tp zu benutzen und 
dabei zu berücksichtigen, dass q =ab = 3u+-. a1 b1 ist; sodann müssen wir 
die drei Fälle trennen, welche die beiden dort mit u, v bezeichneten Zahlen 
darbieten können. 
Ist erstens u = v = 0, also al = a, b1 = b, so ist ab= + 1 (mod. 3), 
aber es kann nicht ab2 = + 1 (mod. 9) sein, weil hieraus a2 b4 = 1, also auch 
a2 = b2 (mod. 9) folgen würde, was unmöglich ist, weil der Körper K von 
erster, nicht von zweiter Art ist. Man kann daher 
ab2 = + 4711 (mod. 9) 
setzen, wo m nicht durch 3 theilbar ist, und nach dem ersten Ergänzungs-
satze ist zugleich 
(_e ) _ " 2"' ab 2 - ~ ' 
Da nuu q = ab relative Primzahl zu 3 ist, so giebt es bekanntlich immer 
Zahlen p, welche den beiden Congruenzen 
p, = 1 (mod. q), p, = Q"' (mod. 3) 
<Tenügen, und jede solche Zahl p, ist offenbar relative Primzahl zu k = 3q. 
Zufolge der ersten dieser beide~ Congruenzen ist die erste, .im S~tze ~n die 
Zahl I"' gestellte Forderung erfüllt, und da q ~ ab durch Jede m ab auf-
o·ehende Primzahl n theilbar ist, so folgt zugle1ch 
b 
Aus der zweiten der vorstehenden Congruenzen folgt ferner, dass die Ein-
heit a = Q2"' die in XI geforderte Bedingung a,u = 1 (mod. 3) erfüllt, mithin 
wird 
d. h. die Zaltl ,u genügt auch der zweiten, im Satze an sie gestellten 
Forderung, w. z. b. w. 
Ist zweitens u = 1, v = 0, also a = 3al, b = b11 k = 9a1 b, q = 3a1 b, 
so giebt es, weil a1 b relative Primzahl zn 9 ist, Zahlen p,, welche den 
beiden Congruenzen 
p, 1 (mod.a1 b), ,u = (4-3(JY (mod.9) 
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genügen, und jede solche Zahl ,tt ist relative Primzahl zu k. Aus der 
zweiten Congruenz folgt ,tt - 1 (mod. 3), und hieraus in Verbindung mit der 
ersten Congruenz auch ;.,~ = 1 (mod. q), also ist die erste, im Satze an ,u 
gestellte Forderung erfüllt. Zugleich ergiebt sich, dass die in XI auf-
tretende Einheit a = 1 gewählt werden kann, und es wird folglich 
1p (.u) = ( ! ) ( a~b 3 ). 
Da jede in a1 b2 aufgehende Primzal1l n auch in dem Modul a 1b der ersten 
Congruenz aufgeht, so ist 
und da aus der zweiten Congruenz in Verbindung mit dem vierten Er-
gänzungssatze (wo n = 2 zn setzen ist) 
( 3) = Q+ = Q 
fA-
folgt, so wird auch 1p (,u) = (1, wie gefordert war. 
Ist drittens tt = 0, 'V= 1, also a = a1, b = 3b1, k = 9ab1, q = 3abj, 
so werden die Forderungen des Satzes erfUllt, wenn man ,u durch die beiden 
Congruenzen 
,u = 1 (mod.ab 1), ,u =·4-3Q (mod.9) 
bestimmt. Den Beweis, welcher auf dieselbe Weise wie im vorigen Falle 
zn führen ist, dürfen wir dem Leser überlassen. 
Nachdem hiermit der Fall p = 3 erledigt ist, nehmen wir jetzt an, 
es sei P verschieden von 3. Um die hierbei auftretenden Unterfälle so viel 
wie möglich zusammenzufassen, 'setzen wir e = 1 oder= 2, je nachdem P 
in a oder in b aufgeht; dann ist p• die höchste in ab2 aufgehende Potenz 
von p. Da P im Körper Q entweder eine Primzahl oder ein Product von 
zwei verschiedenen Primzahlen ist, so kann es in Q keine Zahl geben, 
deren dritte Potenz mit p associirt wäre, und hieraus folgt nach einer 
frUheren Bemerkung (S. 70), die Existenz einer relativen Primzahl w zu p, 
welche der Bedingung 
C;)=(l 
genügt. Mag nun der kubische Körper [{ von erster oder zweiter, mag 
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der Zahl k = pq relative Primzahlen, mitbin giebt es immer Zahlen ,u, 
welche den beiden Congruenzen 
,u - 1 (mod. q), ,u- we (mod. p) 
genügen, und jede solche Zahl ,u ist relative Primzahl zu k. Durch die 
erste Congruenz ist die erste, im Satze an p gestellte Forderung erfüllt, 
wir haben daher nur noch zu zeigen, dass tp(f.-t) = Q ist, und hierzu müssen 
wir die beiden Hauptfälle von einander trennen. 
Ist '' = 3ab, so haben wir die Darstellung XI zu Grunde zu legen. 
Da q durch 3, im Falle u + 2 v > 0 sogar durch 9 theilbar ist, so folgt aus 
der ersten Congruenz u~d aus dem vierten Ergänzungssatz zunächst 
( 2_ r+2v = 1, 
"' und da ansserdem die Einheit a = 1 der Bedingung a ft = 1 (mod. 3) genUgt, 
so wird 
tp (~t) = ( a~b;) = ( ~ ) (: )"' 
wo a~b~ = cpe gesetzt, also c nicht durch p theilbar ist. Jede in c auf-
gehende Primzahl n geht daher auch in q auf, und da f.-L = 1 (mod. q) ist, 
so folgt 
(_e_) = (_!__) = 1. 
c . c 
Aus der zweiten, bisher nicht benutzten Congruenz p -= we (mod. P) folgt 
ferner 
(:) = c.;e) = (; )" = Qe, (; )" = Q, 
mitbin ist auch l/J(It) = (J, w. z. b. w. 
Ist aber k = ab so haben wir die Darstellung XII anzuwenden. 
Setzen wir jetzt ab2 = ~pe, so ist c nicht theilbar durch p, und es wird wie 
in dem vorigen Fall 
tfJ(!-L) = (~~) = ( ~ )(; )' = ( ~ )(; f = Q· 
Der hiermit vollständig bewiesene Satz lässt sich allgemeiner in 
folgender Weise aussprechen. 
XVI. Ist k = mn, wo m, n natürliche Zahlen bedeuten, deren erstere 
m< k ist, so giebt es ;elative Primzaltlen !-' z1t Ir, welche den Bedingungen 
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Da nämlich n > 1 ist, so giebt es mindestens eine in n, also auch 
in k aufgehende IJatürliche Primzahl 11, und wenn man k = pq setzt, so 
ist q theilbar durch m; nach dem vorigen Satze giebt es aber Zahlen ,u, 
welche den Bedingungen ,n- 1 (mod. q), 1p(.n) = Q genügen, und da ans der 
ersteren auch ,u - 1 (mod. m) folgt, so ist unser Satz bewiesen. 
§ 9. 
Die Function 'r' als Gruppeucharakter. 
l\Iit I-Hilfe der im Vorstehenden bewiesenen Eigenschaften der Func-
tion lfJ wird es geling·en, die am Schlusse von § 7 betrachtete Summe H 
so umzuformen, dass die Bestimmung der Anzahl lt der Idealklassen im 
Körper [( auf die Theorie der complexen Multiplication der elliptischen 
Functionen zurückgefUhrt wird. Hierbei werde ich öfter ein Symbol be-
nutzen, welches mir seit Jahren bei meinen Studien in der Gruppen- und 
Körpertheorie nützliche Dienste geleistet hat. Sind %f, m Oomplexe von 
Elementen einer Gruppe ~ (in welcher die Gruppenoperation wie eine 
Multiplication bezeiclmet wird), so soll das Zeichen ~(~ den Inbegriff aller 
verschiedenen Elemente bedeuten, welche in der Form aß darstellbar sind, 
wo a jedes Element von ~' ebenso ß jedes Element von ~ durchläuft. 
Sind ~f, ~ selbst Gruppen, also 'l'heilcr von S't (was durch ~(~( = SJI, 
ißSß = Sß ausgedrückt wird), so soll das Symbol (~, ~) die Anzahl der 
von einander versclliedenen Complexe ~(ß bedeuten, welche allen Elementen 
ß der Gruppe ~ entsprechen, und ans welchen der Complex %(~ besteht*). 
Dann ist immer (%(, m) = (<;.t), 58), wo <;.t) den grössten gemeinsamen '!'heiler 
der beiden Gruppen ~{, Q3 bedeutet. Wenn ferner der Complex ~ ~ selbst 
eine Gruppe ist (was durch ~~ = ~~ ausgedrückt wird und immer dann 
eintritt, wenn sr eine Abelsche Gruppe ist), so ist zugleich (SJI, ~) = (~f, ~(~). 
Endlich erwähne ich noch den Satz (@, ®) = (Q;, ß')(ß\ ®), welcher immer 
gilt, wenn die Gruppe Q; ein Theiler der Gruppe ~' und rliese ein '!'heiler 
der Gruppe @ ist. -
Nachdem dies vorausgeschickt ist, bescbäftig·en wir uns mit der Abel-
schen Gruppe .~, deren Elemente diejenigen cp' (k) Zahlklassen (mod. k·) sind, 
*) Ist .!t die Gruppe aller Permutationen eines Normalkörpers C, und sind A, B 
die zu den Gruppen ~' lß gehörigen Körper (so dass z. B. A der Inbegriff aller derjenigen 
Zahlen in C ist, welche durch jede Permutation der Gruppe m in sich selbst übergehen), 
so ist das Gruppensymbol (~, lß) identisch mit dem Symbol (A, B), welches ich in der 
Körpertheorie gebrauche (D. § 164. S. 471). 
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in welche die sämmtlichen, im Körper Q enthaltenen, relativen Primzahlen 
zu k zerfallen. Bezeichnen wir mit o wieder den Inbegriff aller ganzen 
Zahlen w, während t-t eine bestimmte relative Primzahl zu Ir. bedeutet, so 
wollen wir die aus allen Zahlen von der Form ,u+ w k bestehende Zahl-
klasse kurz die Klasse tt nennen, wobei der Repräsentant ,n durch jede 
a11dere Zahl derselben Klasse ersetzt werden darf. Die Gruppenoperation 
besteht in der Multiplication dieser Klassen: multiplicirt man jede Zahl 
der Klasse ~~ mit jeder Zahl der Klasse ~2, so sind alle Producte in derselben 
Klasse ~1.U2 enthalten, welche deshalb auch das Product jener beiden Klassen 
~~ und ~2 heissen mag. Die Klasse 1 ist das Hauptelement unserer Gruppe~ 
und bildet für sich allein eine Gruppe; mit Benutzung des oben erklärten 
Symbols wird daher (1, ~) = cp' ( k ). Um diese Zahl (den Grad der Gruppe ~) 
zu bestimmen, haben wir den in § 7 angegebenen Satz anzuwenden; da k 
rational, also N(k) = k2 ist, so erhalten wir 
(p'(k) = k2 n(1- N~n)), 
wo n alle wesentlich verschiedenen, in k aufgehenden Primzahlen n des 
Körpers Q durchläuft. Bedeutet nun p jede in k aufgehende natürliche 
Primzahl, und bezeichnet man zur Abkürzung mit Po diejenige der drei 
Zahlen 0, + 1, welche der Bedingung Po = p(mod. 3) genügt*), so liefern 
die in p aufgehenden Primzahlen n zu dem vorstehenden Producte den 
Beitrag 
und folglich wird 
q/ (k) = p(k)q/' (!&), 
WO 
gesetzt ist. 
Hier bedeutet p(k) wie üblicl1 die Anzahl de1jenigen nach k in-
congruenten rationalen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, also 
die Anzahl derjenigen Zahlklassen unserer Gruppe ~' in welchen sich auch 
*) Offenbar ist p0 identisch mit dem hier zu vermeidenden Symbol (~) von 
Legendre und mit meinem Symbol (-3,p) (D. S. 637, 655). 
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rationale Zahlen r befinden; dieselben bilden offenbar für sich eine Gruppe, 
einen Theiler von ~, den wir mit ffi bezeichnen wollen, und die Bedeutung· 
der obigen Zerlegung von g/ (k) kann durch 
(1, ffi) = <p(k), (~t, ~) = <p"(lr) 
ausgedrUckt werden, weil (1, ~) = (1, g{) (ffi, ~) ist. Wir wollen schon jetzt 
bemerken, dass für alle hier in Betracht kommenden Zahlen k, die nach 
§ 4 aus den Invarianten a, b des kubischen Körpers [( abzuleiten sind, 
cp"(k) dnrch 9 theilbar ist. Da nämlich /~ = 3ab oder= ab ist, je nachdem 
J{ von erster oder zweiter Art ist, und da ab durch kein Primzahlquadrat 
pz theilbar ist, so wird k = eil p, wo c = 3 oder = 1 ist, je nachdem ab 
durch 3 theilbar ist oder uicht, mithin 
<p 11 (k) = cfl(p -[10). 
Da nun jeder Factor (P-Pu) durch 3 theilbar ist, so leuchtet unsere Be-
hauptung· für alle die Fälle ein, wo k durch mindestens zwei verschiedene 
Primzahlen p theilbar ist. Wenn aber k nur durch eine einzige Primzahl 
p theilbar, also cp" (!~) = c(P-Pu) ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist 
/( von erster Art, also k = 3 ab, so ist p = 3, p0 = 0, und da ab> 1 ist, so muss 
ab= 3, Ir= 9, c = 3, also cp" (k) = 3 · 3 = 9 sein. Ist aber f( von zweiter 
Art, also a2 = b2 (mod. 9), so ist k =ab= p verschieden von 3, also p~ = 1, 
c = 1, und der Symmetrie halber dürfen wir annehmen, es sei a = p, b = 1; 
hierans folgt a2 -b2 = (P-Pu) (P+Po) = O(mod. 9), und da 'von den beiden 
Factoren (P-Pu), (P+Po) nur der erste durch 3 theilbar ist, so folgt <p"(k) 
= p-Pu = O(mocl. 9). Nachdem hiermit unsere Behauptung fiir alle Fälle 
erwiesen ist, wollen wir, wo es bequem erscheint, 
cp"(k) = 9k" 
setzen; die Wertbe der hierdurch erklärten natUrliehen Zahl k" sind ftir die 
ersten 21 Körper [( in der vorletzten Spalte der rrabelle am Schlusse von 
§ 2 angegeben. 
Wir kehren nun zur Betrachtung der .F'unction 1/l(P-) zurUck, wo ,n 
jede in Q enthaltene relative Primzahl zu k bedeutet. Da 1fJ(.tt) nach 
Satz XIII in § 8 fUr alle Zahlen ,u, welche derselben Klasse (mod. k) 
angehören, einen und denselben W ertb hat, so können wir die Function 1fJ 
von den Zahlen ,n auf die !(lassen ,u übertragen, welche die Elemente der 
Gruppe ~ bilden, und da (nach V in § 7) für je zwei solche Klassen ,u 17 
,u2 und deren Prodnct ,tt1,u2 das Gesetz tp(,tt1ltz) = 1fJ(.ttl) 1/JC.u2) gilt, so ist '1./J 
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ein Charakter der Gruppe ~ (D. § 184. S. 612). Ausserdem wissen wir 
(vergl. den Schluss von § 7), dass 1p(,u) immer eine Potenz von ~ ist, also 
keine anderen Werthe als 1, ~' ~2 annehmen kann; zufolg·e VII in § 7 
ist nun gewiss 't/'(1) = 1, und da ans dem Satze XV oder XVI in § 8 (weil 
immer 1€> 1 ist) beiläufig folgt, dass es eine Zahl T giebt, fitr welche 
'tl'(r) =~'also auch 't/'(r-2) = ~2 wird, so nimmt V'Cu) wirklich alle drei Werthe 1, 
(J, ~2 an. Bezeichnen wir nun mit .Uo alle diejenig·en Klassen, welche der 
Bedingung 1/' (.Uu) = 1 genügen, so folgt aus dem Multiplicationsgesetz des 
Charakters 't/', dass diese Klassen eine Gruppe*) bilden, welche wir im Folgenden 
stets mit I.Jlu bezeichnen wollen. Behält ferner r. die eben festgesetzte Be-
deutung, so leuchtet ein, dass alle in dem Complex 't/'0 7: enthaltenen Klassen 
!1- 1 = ,u0 r der Bedingung t/J(ft1) = () genügen; umgekehrt, wenn ,n1 der Re-
präsentant einer solchen Klasse ist, für welche l.jJ (ft1) = ~ wird, so kann 
man immer, weil r relative Primzal1l zu k ist, eine Zahl !-t so bestimmen, 
dass ,uT = fL1 (mod. k) wird, und da hieraus 't/'(u 1) = 't/1(!-tr.) = V'(ft)'tl'(r), 
also 't/'(1-t) = 1 folgt, so ist die Klasse fL in der Gruppe l./-'o der Klassen !-Lu ent-
halten, mithin ist der Complex 't/'07: der Inbegriff aller verschiedenen Klassen ft11 
welche der Bedingung V'Cu~) = () genügen. Genau ebenso ergiebt sich, dass 
der Complex 't/'0 7: 2 der Inbegriff aller verschiedenen Klassen !1-2 ist, für welche 
't/'(ft2) = (/ wird, und da jeder der drei Complexe 't/'o, 1f.Jur-, 'tf.JoT-2 ans gleich 
vielen verschiedenen Klassen. besteht, so ist 
(1, 't/'o) = !cp'(k) = 3/r"cp(lr), (1f.J01 ~) = 3, 
weil jede Klasse der Gruppe ~ einem und nur einem dieser drei Complexe 
angehören muss**). 
*) Vertauscht man die beiden Invarianten a, b des Körpers K miteinander, 
wodurch die Function V' in ihr Quadrat übergeht (§ 7, Anm. auf S. 64), so bleibt diese 
Gruppe 1/J'fJ ungeändert, d. h. sie ist obenfalls eine Invariante des Körpers /(. 
**) Ist t/J ein beliebiger Charakter einer beliebigen Abelschon Gruppe Jt', bedeutet 
ferner 1/Jo die Gruppe aller de1jenigen Elemente von Jt', für welche V' = 1 wird, und 
setzt man (l/J0 , Jt') = tt, so ist n zugleich die Anzahl aller verschiedenen \Verthe von "~'• 
und diese Werthe ljJ sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung t.fi'' = 1; zugleich ist 
jl' = l/Jo \ß, wo \ß eine Periode, d. h. eine Gruppe bedeutet, welche aus den Potenzen 
eines einzigen Elementes 1,· besteht. Umgekehrt, wenn st' = S) \ß ist, wo S) und \11 
Gruppen bedeuten, deren letztere \11 eine Periode ist, so giebt es, wenn (S), Jt') = (S), \11) 
= n gesetzt wird, gonau g; ( n) verschiedene Charaktere V' der Gruppe Jt', welche der Be-
dingung '1/Jo = ~~ genügen. - Ist ferner m eine in Jt' enthaltene Gruppe, so ist die 
über alle Elemente a von m ausgedehnte Summe ~lfJ(a) immer und nur dann= 0 
' wenn m kein Theiler von 1/Jo ist. 
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Nach dem Satze XIV in § 8 ist nun gewiss fjJ(,u) = 1, wenu ,u 
einer rationalen Zahl r congruent ist (mod . lc), d. h. wenn ,u einer der cp(k) 
Zahlklassen der oben mit m bezeichneten Gruppe angehört; mithin ist 91 
ein Tbeiler der Gruppe 1/J(n und für alle cp(k) Klassen eines Com plexes ffiv 
bat der Charakter l/J denselben Werth l!J(v). Dies wollen wir jetzt auf die 
am Schlusse von § 7 betrachtete Summe 
6 H = ::E '1/J. (~t) 
N(ft)' 
anwenden, wo ,u alle relativen Primzahlen zu k durchläuft. Da die Ge-
sammtgruppe ~ aller cp'(lc) Zahlklassen fl· aus cp"(k) Complexen von der 
Form ffiv besteht, so wollen wir zur Abkürzung 
] 
S (ffiv) = ::E N(~Y 
setzen, wo !"' alle Zahlen der in dem Complex 91v enthaltenen cp(k) Klassen 
durchläuft; dann wird offenbar 
6H = Il!J(v)S(ffiv), 
wo die Summe ::E auf ein System von (p" (k) geeignet gewählten Zahlen 
V auszudehnen ist, der Art, dass die entsprechenden Oomplexe mv alle Zahl-
klassen der Gruppe ~ erschöpfen. Die weitere Umformung des vorstehen-
den Ausdrucks bildet den Hauptgegenstand unserer femeren Untersuchungen. 
§ 10. 
Die Wurzeln der Ordnung [1, kp). 
Betrachtet man einen bestimmten Klassencomplex von der .l!,orm ffiv, 
so ist die eben definirte entsprechende Summe S(ffiv) Uber alle und nur 
diejenigen Zahlen ,u auszudehnen, welche = rv (mod. k) sind, wo r jede 
rationale Zahl bedeutet, welche t·elative Primzahl zu k ist. Das System 
aller dieser Zahlen ,u bildet einen Theil des Systems aller de1jenigen 
Zahlen 1.., welche = xv (mod. k) sind, wo x ;'ede ganze rationale Zahl be-
deutet; jede solche Zahl 1.. ist also von der Form w k+xv, wo w alle 
Zahlen in o (d. h. alle ganzen Zahlen des Körpers Q), und x alle Zahlen 
des Moduls [1 J durchläuft, und umgekehrt ist jede in dieser Form dar-
stellbare Zahl 1.. xv (mod. k). Das durch /c und v vollständig· bestimmte 
System dieser Zahlen 1.., welches wir kurz mit l•v bezeichnen wollen, ist 
offenbar ein endlicher Modul, und wenn man die in der Modultheorie i.ibliche 
(auch oben in §§ 3, 4, benutzte) Bezeichnung anwendet, so wird 
k, = [k, kQ, 11] = ok+[v]; 
Journal für 1\fatbernatik Bel. CXXI. lieft 1. 11 
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wir wollen vorläufig diese Form eines dreigliedrigen Moduls beibebalten 
und erst später die Zuritckfübrung auf einen zweigliedrigen Modul mit 
irreducibeler Basis betrachten. Die 'l'heorie dieser Moduln k~, welche ich 
die Wurzeln der Ordnung k1 = ok+[1] = [1, kQ] genannt habe, ist in Dirichlets 
Vorlesungen über Zahlentheorie ausführlich dargestellt (§ 181. S. 622-627 
der dritten, und § 187. S. 651-657 der vierten Auflage), und ich werde 
mich später auf diese Darstellung berufen; fi.ir unseren nächsten Schritt ist 
aber diese Theorie noch entbehrlich. Offenbar sind zwei solche Moduln k~-'' kv 
stets und nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen ,tt, v (die immer als 
relative Primzahlen zu k vorausgesetzt werden) denselben Klassencomplex 
m,a = ffiv erzeugen, und folglich ist die Anzahl cp" ( k) aller verschiedenen, 
in St enthaltenen Complexe ffiv zugleich die Anzahl aller verschiedenen 
Moduln k". Setzen wir nun zur Abkürzung 
1 
S(k") = ~ N(J.)•, 
wo ).. alle Zahlen des Moduls /r" mit einziger Ausnahme der Zahl Null und 
zwar jede solche Zahl nur einmal durchläuft, so enthält diese Summe alle 
Glieder der iu § 9 mit S(ffiv) bezeichneten Summe und ausserdem unendlich 
viele andere Glieder; aber wir wollen beweisen, dass trotzdem 
6H = ~tp(v)S(ffiv) = ~1/l(v)S(k") 
ist, wo die zweite Summe ~ auf alle cp" (k) verschiedenen Moduln kv aus-
zudehnen ist. 
Um den Gang des Beweises, welcher auf dem Satze XVI in § 8 
beruht, nicht zu unterbrechen, schicken wir folgende Betrachtungen ti.ber 
gewisse 'rheiler der Gruppe sr voraus. Ist k = mn, wo m, n natürliche 
Zahlen bedeuten, so ist jede relative Primzahl ,tt zu k von selbst auch 
relative Primzahl zu m, und wir wollen den Inbegriff aller cle1jenigen von 
diesen Zahlen ""' welche = 1 (mod. m) sind, mit 91 bezeichnen; derselbe 
besteht offenbar aus einer gewissen Anzahl von Zahlklassen (mod. k), welche 
eine Gruppe, einen Tb eil er der Gruppe sr bilden. Umgekehrt, wenn eine 
gegebene Zahl w relative Primzahl zu m ist, so folgt hieraus im Allgemeinen 
zwar noch nicht, dass w auch zu k relative Primzahl ist, aber man überzeugt 
sich leicht*), dass es immer Zahlen giebt, welche = w (mod. m) und zu-
*) Die Congruenz W1 = oo (mod. m) ist (nach D. § 180. II. S. 568) vereinbar mit 
w
1 
= 1 (mod. x), wo x das Product aller Primzahlen n bedeutet, die in Ir, aber nicht 
in m aufgehen. 
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gleich relative Primzahlen zu k sind, und wenn w1 irgend eine bestimmte 
solche Zahl bedeutet, so wird ihre Gesamrntheit durch den in der Gruppe Sf 
enthaltenen Klassencomplex ~w1 dargestellt; wendet man daher das in § 9 
erklärte Gruppensymbol an, so so wird 
(f 1 (k) I (1, ~) = '(- ), (~, ~) = cp (m), 
Cf! m 
weil zu jeder der q/(m) Zahlklassen w (mod. m) ein und nur ein Cornplex 
~w1 gehört, und weil (1, ~) (~, ~) = (1, Sf) = cp' (k) ist.*) 
Bedeutet nun ffi wie bisher die Gruppe aller detjenigen cp (k) Klassen 
in Sf, in welchen sich auch rationale Zahlen r befinden, so leuchtet ein, 
dass die Gruppe ffi~ aus lauter solchen Klassen besteht, deren Zahlen 
nach dem Modul rn mit rationalen Zahlen congruent sind; umgekehrt, wenn 
,u relative Primzahl zu k und zugleich = z (mod. m) ist, wo z rational, so 
ist z gewiss relative Primzahl zu m, man kann daher eine ebenfalls rationale 
Zahl1·, welche zug·leich relative Primzahl zu I• ist, so wählen, dass r = z 
(mod. rn), also auch ,tt = r (mod. m) wird, und hieraus folgt nach dem Obigen, 
dass ,u in einer Klasse des Complexes ~r, also auch in einer Klasse der 
Gruppe ffi~ enthalten ist. Mithin ist diese Gruppe S1~ der Inbegriff aller 
derjenigen Klassen in Sf, deren Zahlen nach dem Modul m mit rationalen 
Zahlen congruent sind, und es ist auch leicht, den Grad dieser Gruppe, 
d. h. die Anzahl (1, ffi~) der in ihr enthaltenen Klassen zu bestimmen. 
Da nämlich q; (m) die Anzahl de~jenigen nach m iucongruenten rationalen 
Zahlen z ist, . welche relative Primzahlen zum sind, und da jeder dieser Zahlen z 
ein Complex ~1· von (1, ~) Klassen in ffi~ entspricht, deren Zahlen!"= z 
(mod. m) sind, so ist 
Cl mm) _ ( _ q/(k) _ CJ!'(k) , vl~~ - cp m)(l, ~)- cp(m) '( ) - - "(-- )' 
cp m cp m 
Da ferner (1, ffi) (ffi, ffi~) = (1, ffi~), und (1, ffi) = cp(k) ist, so ergiebt sich 
zugleich 
'"\ CJ! 1(k) cp"(k) 
on, ~\~) = cp(k)CJ!"(tn) cp" (m). 
Zu denselben Resultaten gelangt man auch, wenn man bedenkt, dass 
*) Dieselben Sätze wiederholen sich in der Zahlentheorie jedes endlichen 
Körpers .Q bei der Vergleichung der Zahlklassen, die sich auf irgend ein Ideal f be-
ziehen, mit den Zahlklassen, die sich auf ein in f aufgehendes Ideal m beziehen. 
Ist .Q der Körper der rationalen Zahlen, so bilden die entsprochenden Sätze eine 
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(ffi, ffim) = (ffi, m) = ('ti, 91) ist, wo '1) den grössten gemeinsamen Theiler der 
Gruppen ffi, 91 bedeutet; denn jede in '1) enthaltene Klasse wird durch 
eine rationale Zahl r repräsentirt, welche relative Primzahl zu k und zu-
gleich _ 1 (mod. m) ist, mitbin ist ihre Anzahl 
(1 '1)) - rp(k) 
' - cp(m)' 
und da 
) 
Cl'\ cp'(k) (1, '1) (.v, 91) = (1, 91) = --,-( ) g; m 
sein muss, so ergiebt sich für ('1), 91), also für (ffi, ffi91) wieder der obige 
Ausdruck. 
Aus der eben festgestellten Bedeutung der Gruppe ffi 91 ziehen wir 
endlic11 noch folgenden Schluss. Ist w wieder eine gegebene relative Prim-
zahl zu m, und bedeutet wl wie oben eine bestimmte relative Primzahl 
zu Ir, welche = w (mod. m) ist, so war 91w1 der Complex aller der Klassen 
in ~' deren Zahlen ebenfalls = w (mod. m) sind; ebenso leuchtet jetzt ein, 
dass ffi 91w 1 der Complex aller der Klassen in ~ ist, deren Zahlen =-= z w 
(mod. m) sind, wo z alle rationalen relativen Primzahlen zu m durchläuft. 
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum Beweise des oben 
ansgesprochenen Satzes über die Umformung der Summe 6H. Wir beben 
zunächst die charakteristische Eigenschaft aller in den Moduln k" enthaltenen 
Zahlen I. hervor, welche darin besteht, dass der grösste gemeinsame Theiler 
von Ir und A. immer eine natürliche Zahl ist. Da nämlich I. = xv (mod. k), 
und x rational, ferner v relative Primzahl zu k ist, so ist der rationale 
(positiv genommene) grösste gemeinsame Theiler n der beiden rationalen 
Zahlen lt, x auch derjenige von k und xv, also (11ach D. § 180. S. 566) 
auch de1jenige von k und A.; setzt man daher k = mn, so wird A. = wn, wo 
w relative Primzahl zu m ist. 
Umgekehrt, wenn eine solche Zahl ).. = wn gegeben ist, so suchen 
wir alle Moduln Ir", in denen A. enthalten ist. Die erforderliche und bin-
reichende Bedingung dafür, dass I. in Ir" enthalten sei, besteht in der Existenz 
einer rationalen Zahl x, welche der Congruenz xv _ I.= wn (mod. k) genügt, 
und da k = mn, und v relative Primzahl zu k ist, so muss zunächst x durch n 
theilbar, also x = ny sein; hieraus folgt yv = w (mod. m), und weil w relative 
Primzahl zu m ist, so gilt dasselbe auch von der rationalen Zahl y; es 
giebt daher rationale Zahlen z, welche der Congruenz y z = 1 (mod. m) 
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genügen, und hieraus folgt v - zw (mod. m); zufolge der obigen Bemerkung 
muss daher v einer Klasse des Complexes ffiinw 1 angehören, wo w1 wieder 
eine relative Primzahl zu k bedeutet, welche _ w (mod. m) ist, untl um-
gekehrt leuchtet ein, dass dann die Zahl ). wirklich in dem Modul k~ ent-
halten ist, weil aus v ~ zw (mod. m) rlickwärts yv _ w (mod. m), xv wn =). 
(mod. k) folgt, wo yz = 1 (mod. m) und x = ny ist. Mithin ist der Complex 
ffi91w1 der Inbegriff aller de1jenigen Zahlklassen v, welche die Eigenschaft 
haben, dass die gegebene Zahl ). = wn in dem Modul k~ enthalten ist""), 
und die Anzahl dieser verschiedenen Moduln kn d. h. die Anzahl der in dem 
Complexe »t91w1 enthaltenen verschiedenen Complexe ffi1,, ist = (ffi, ffi91) 
= cp"(k): cp" (m). Wir haben nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu be-
trachten. 
Ist die gegebene Zahl A. selbst relative Primzahl zu k, so ist n = 1, 
m = k, 91 = 1; die Zahl A. tritt daher nur in einem einzigen Modul k. = k;. 
auf und erzeugt nur ein einziges, mit dem Coefficienten 1p(l) behaftetes Glied 
N(l.)-s, und dieses Glied findet sich ebenso in der ersten, wie in der zweiten 
Summe, deren Identität wir zu beweisen haben. 
Ist aber l nicltt relative Primzahl zu k, ist also n > 1, m < k, so 
liefert A. gar keinen Beitrag zu der ersten Summe; da aber die Zahl I. in 
(ffi, 9~91) verschiedenen Moduln k" enthalten ist, so liefert sie zu der zweiten 
Summe ebensoviele Beiträge 1/J(v)N(A.)-•; um daher auch flir diesen Fall 
die Identität der beiden Summen und hiermit unseren Satz zu beweisen, 
brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die tiber alle diese Moduln Ir" er-
streckte Summe ~1p(v) = 0 ist. Hierzu berufen wir uns auf den Satz XVI 
in § 8, den wir nach unserer jetzigen Bezeichnung offenbar so aussprechen 
können, dass es in der Gruppe 91 eine Zahlklasse u O'iebt für welche 
j b ' 
1p(,u) = (J, also nicht = 1 wird. Die Gruppe 9c ist daher kein Theiler**) der 
in § 9 definirten Gruppe 1/-'u, unrl folglich ist der grösste gemeinsame 
'rheiler ~ dieser beiden Gruppen ein echter Theiler von 91, d. h. ~ ist ver-
schieden von m, mithin (~, 9c) = (l/-'o, 91) = (1/lu, 1/'u91) > 1' und da 
(1/lu, 1/Juin) (1/1o91., ~) = (1/10 , ~) = 3 sein muss, so folgt (~, 91) = 3, (und 
*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem leicht zu beweisenden Satze on-kv = nmn 
wo on-kv das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Moduln on, k, und m" = om+ [v] 
= k~m, ist. 
**) Vergl. den Schluss de1· zweiten Anmerkung zu § 9 auf S. 80, worin das 
Wesen des obigen Beweises enthalten ist. 
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(l/'um, ~) = 1, also l/'uSR = ~). Mithin besteht die Gruppe SR ans den drei 
verschiedenen Complexen ~' ~ ,u, ~,u2, und für die in ihnen enthaltenen 
Klassen nimmt der Charakter 1/-' resp. die W ertbe 1, Q, Q2 an, während 
1fJ (,u3) = tp(t.J-Y = 1, also ~t.J-3 = ~ ist. Bedenkt man ferner, dass die Gruppe 
~ (nach § 9) ein Theiler der Gruppe lflu, also die Gruppe ffi~ ein gemein-
samer Theiler der beiden Gruppen tp,1, msn ist*), so ergiebt sich ebenso, 
dass die Gruppe msn aus den drei verschiedenen Complexen ffi~, ffi~,u, 
»t~,u? , und folglich der Complex ffiSRw 1 aus den drei verschiedenen Com-
plexen ffi~wl, m~~twl, ffi~t.J-2 Wl besteht. Zerlegt man nun die Gruppe 
ffi~ in lauter verschiedene Complexe von der Form ffi8 (deren Anzahl 
offenbar = cp" (k) : 3 q;" (m) ist), so ist biermit auch der Complex ffiSJlw 1 in 
lauter verschiedene Complexe ffi11 zerlegt, und zwar hat v alle Klassen 
8W 1, 8 ,uw 11 8ft
2
w 1 zu durchlaufen, welche den verschiedenen Klassen 8 ent-
sprechen. Hiermit sind zugleich alle Moduln k, gefunden, in denen die 
Zahl ). enthalten ist; vereinigt man nun immer die drei Klassen v, welche 
dersei ben Klasse 8 entsprechen, und bedenkt man, dass tp ( 8 w 1) = 1fJ ( w 1), 
tp(8,u w1) = Qtp (w1), 1f1 ( 8ft2w 1) = (!2 tp(w1), und folglich die Summe dieser drei 
Werthe = 0 ist, so ergiebt sich, dass auch die über alle Klassen v erstreckte 
Summe Itp (v) = 0 ist, und hiermit ist unser obiger Satz vollständig be-
wiesen. -
§ 11. 
Binlire quadratische Formen. 
Die sämmtlichen cp"(k) verschiedenen Moduln Ir.= ok+[v] sind 
(nach D. § 187. S. 651-657) dadurch vollständig charakterisirt, dass sie 
die Ordnung k1 = [1, lcQ J haben und der Bedingung o kp = o genügen, und 
da k~'k" = kw ist, so bilden sie hinsiclltlich ihrer Multiplication eine Abelsche 
Gruppe. Da ferner unsere Function tp für alle diejenigen in einem solchen 
Modul k. enthaltenen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, den-
*) Offenbar ist ffi ~ der g1·ö.~ste gemeinsame Theiler von lflo, ffi m, und dieser 
Satz gilt allgemein für irgend welche 'fheiler tfJ0 , ffi, m einer beliebigen Abelschen Gruppe ~. Wenn ffi '].'heiler VOn 1/J Ol Und ~ der grÖSSte gemeinsame 'fheiler VOn 1/Jol m ist. 
Bedient man sich einer kürzlich von mir vorgeschlagenen Ausdrucksweise (§ 4 des Auf-
satzes "Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grössten gemeinsamen '!'heiler" in der 
Festschrift zur Braunschweiger Naturforscher-Versammlung 1897), so ist diese Eigenschaft 
so auszusprecheo, dass die siimmtlicheu Theiler einer beliebigen Abelschen Gruppe immer 
eiue Dualgruppe vom Modultypus bilden. 
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selben Werth besitzt, so kann man sie von den Zahlen oder Zahlklassen 11 
auf die Moduln k. eindeutig übertragen, indem man '1/J(k") = 1./J (11) setzt; aus 
der Eigenschaft 'I/J(,u11) = 1fJ(ft)tfJ(11) folgt dann '1/l(k"lc") = 1/J(k".) = 'I/JC.u11) = 
1/'(kp) 1/'(k,,), mithin ist '1/1 jetzt auch ein Charalrtm· der eben genannten Gruppe 
aller Moduln k". Zugleich wird 
6 H = I1.fJ(k.)S(lc.), 
wo die Summe JE über alle q/' (!&) Moduln k. n.uszudehnen ist, und hier ist 
1 
S(k.) = I N(J..)', 
wo A- alle Zahlen des Moduls lc, (mit Ausnahme der Null) zu durch-
laufen hat. 
Bezeichnet man nun die Moduln k" mit tJ, f1, f2 , je nachdem 
tp(k.) = 1/'(11) = 1, Q, (J2 ist, so nimmt der obige Ausdrnck die Form 
6 H = JE S (fo)+(J JE S(f1)+(J2 JE S (fz) 
an, wo die erste, zweite, dritte Summe resp. über alle Moduln f0, f1, f 2 aus-
zudehnen ist. Die Moduln fo bilden für sich eine Gruppe, welche offenbar 
der Gruppe '1/Jo in § 9 entspricht, und wenn man wieder cp"(lc) = 9lc" setzt 
(wie in § 9), so ist ihre Anzahl = 3 k", und ebenso gross ist die der Moduln f1, 
wie die der Moduln f2. 
Da zwischen den in §§ 6, 7 erklärten Functionen J, G, H der Variabeln s 
die Relation J = G H besteht, und da J und G durchaus reell sind, so gilt 
dasselbe auch fiir H; hieraus folgt, dass in dem vorstehenden Ausdrnck 
I S(f1) = I S(f2), und folglich 
6 H = I S (fu) -I S (f1) 
sein muss. Dasselbe bestätigt sich leicht auf folgende Weise. Ist 11 relative 
Primzahl zu der rationalen Zahl k, so gilt dasselbe von der mit 11 conjugirten 
Zahl11', und die beiden Moduln Ir,= ok+[11], k •. = ok+[11'] sind ebenfalls 
mit einander conjugirt, d. h. jede Zahl A- des Moduls k, ist conjugirt mit 
einer Zahl A-' des Moduls k,., und umgekehrt. Da nun N(J..) = N(A-'), so 
ist auch S(lr.) = S(k •. ); da femer lfJ(v') = l/-'(11/ ist (nach § 7. X), so wird, 
je nachdem k, ein Modul f11 , f1, f2 ist, Ir", ein Modul fu, f2, t sein*); die 
Moduln f2 sind daher die sämmtlichen mit den Moduln f1 conjugirten Moduln, 
und folglich ist ~S(f1) = ~S(f~), w. z. b. w. 
*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem Satze lr" k,. = lc,,". = lc., welcher daraus 
folgt, dass die Zahl vv' rational ist, also einer Klasse der Gruppe !R angehört (vergl. 
D. S. 645, 653). 
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Eine zweite V ereinfacbung ergiebt sich aus der Betrachtung der 
äquivalenten Moduln k". Die sämmtlichen mit der Ordnung k1 äquivalenten 
Moduln k,. sind (nach D. S. 655) von der Form ak1, wo a alle Einheiten 
± 1, +Q, +Q2 durchläuft, und da jeder Modul durch Multiplication mit (-1) 
in sich selbst übergeht, so sind nur die drei Moduln 
lr1 = ok+[1], Qk1 = ok+[Q] = k~, r/lr1 = ok+[(-12] = k~. 
zn betrachten; diese drei äquivalenten Moduln sind aber wirklieb von 
einander verschieden, weil k> 1 ist, und weil folglieb die drei Klassen-
complexe ffi, ffiQ, ffi(J 2 verschieden sind. Bezeichnet man mit ® die Gruppe 
der durch die sechs Einheiten a repräsentirten Klassen (welche alle ver-
schieden sind, weil k>2 ist), so haben ffi und ® die beiden Klassen + 1 
<remein, und die Gruppe ffi® besteht aus den drei Complexen ffi, ffiQ, ffi(J2 ; 
l:) 
zugleich ist (ffi®, ~) = 3/c", und man erkennt leicht, dass jedem Complex 
ffi®v ein Tripel von drei verschiedenen Moduln 
k", k"~ = (J k., kve• = Q2 kv 
entspricht, welche mit einander, aber mit keinem anderen Modul äquivalent 
sind. Da nun, wenn Ä alle Zahlen in Je,. durchläuft, QÄ alle Zahlen in Qkn 
und (/'). alle Zahlen in (/k" durchläuft, so folgt S(lr,,) = S(k"e) = S(kve•), weil 
NU-)= N(Q"A) = N(Q2 Ä) ist; da ausserdem 'tfl(a) = 1, also '1/l(k,,) = '1/J(k"e) 
= '1/1(/c"l!,) ist, so gehören je drei solche äquivalente Moduln entweder alle 
zu den Moduln tj, oder alle zu den Moduln f1, oder alle zu den Moduln f2• 
Behält man daher von je drei Moduln k", k"e, lc"e• immer nur einen bei, so 
o-cht unsere obige Gleichung in 
0 
2 H = ::E' S(f0)-2' S(f1) 
über, wo die Summationen ::E' auf alle nicht äquivalenten Moduln fo, f1 aus-
zudehnen sind; jede dieser beiden Summen besteht daher aus lc" Gliedern. 
Die Anzahl aller nicht äquivalenten Ordnungswurzeln k" ist daher 
= 3k", und ebenso gross ist (nach D. S. 656) die Anzahl aller derjenigen 
nicht äquivalenten endlichen Moduln 111 des Körpers Q, deren Ordnung 
tn" = k
1 
= [1, kQ] ist. Dies beruht wesentlich darauf, dass alle Ideale (und 
Jdealbrücbe) des Körpers Q (d. h. alle Moduln von der Ordnung o) nur 
eine einzige Klasse bilden, also äquivalent sind, oder dass, was dasselbe 
t J. e zwei Zahlen r; 0 des Körpers Q stets (und zwar auf sechs ver-sag, , . . ' .. 
schiedene Arten) m dw Form r; = ao, o = ßo gesetzt werden konnen, wo 
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a, ß ganze relative Primzahlen bedeuten*); ist nun m irgend ein endlicher 
Modul von der Ordnung m0 = kll so enthält er gewiss zwei von einander 
unabhängige Zahlen und ist folglich (nach D. § 172. VI) ein zweigliedriger 
~Iodul nt = [ 1], OJ = d'[a, ß] = d'f; der mit m äquivalente Modul f = [a, ß] hat 
(nach D. § 181. S. 579 oder § 187. S. 655) dieselbe Ordnung f0 = 11t0 = k1, 
und da zugleich of = o a + oß = o ist, so ist f eine der Wurzeln Ir" der 
Ordnung k17 w. z. b. w. 
Um nun die dem Modul k" entsprechende Summe S(/i") = ~N(l)-• 
zu bilden, wo l alle Zahlen in k" (mit Ausnahme der Null) durchläuft, ist 
es zweckmässig, die dreigliedrige Basis des Moduls 
k" = ok+[v] = [k, k~, v] 
durch eine irreducibele, also aus zwei Zahlen a, (1 bestehende Basis zu er-
setzen, was bekanntlich auf unendlich viele Arten geschehen kann (D. § 172. 
S. 517-523). Wir bemerken zuvor, dass k" ein rrheiler von ok ist und, 
weil 'II relative Primzahl zu k ist, aus k Zahlklassen (mod. k) besteht, deren 
Repräsentanten die Zahlen 0, v, 2v ... (k-1)v sind; nach der Bezeichnung 
der Modultheorie ist daher 
(k", olt) = k, 
und da o ein Theiler von k", also (o, k") (k", ok) = (o, ok) = N(k) = k2 ist, 
so folgt auch 
Setzt man nun 
k" = [a, ß], 
so folgt aus ok" = o, dass a, ß relative Primzahlen sind, und wenn man 
setzt, wo a1, a2, b1, b2 ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist (nach D. § 172. VII. 
S. 523) die Determinante a1 b2 - b1 a2 = + ( o, k,,) = + k. Da nun der Modul 
k" durch Vertauschung der beiden Basiszahlen a, ß nicht geändert wird, 
so dürfen und wollen wir festsetzen, dass immer 
a1 h2-h1a2 = +k 
*) Dass a, ß hier und im Folgenden eine ganz andere Bedeutung haben, wie 
in §§ 2-5, kann wohl keine Störung verursachen. 
Journal fiir Mathematik Bd. CXXL lleft 2. 12 
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sein soll, und demgernäss soll a die erste, ß die zweite Basiszahl von ky 
heissen; zu folge dieser Bezeichnung wird gleichzeitig 
k" = [a, ß] = [-a, -ß] = [!3, -al = [-ß, a], 
und die allgemeinste Darstellung ist 
kv = [a1, ß1J, a1 = aa+cß, 
wo a, b, c, d vier ganze .rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 
ad-bc=+l 
genügen*). Führt man die mit a, ß conjugirten Zahlen a', ß' ein, so ist der 
mit k. conjngirte Modul 
kv, = [a', -ß'J. 
Benutzt man ferner die bekannte Bezeichnung für die Zusammensetzung 
der Substitutionen (D. § 55. S. 134), so wird 
(er: fl,) = e· (!3) cap bl ), 
a,{J 1,(! a2 ,b2 
und wenn mRn die DeterminRnten nimmt, so drückt sich die obige Unter-
scheidung zwischen der ersten und zweiten Basiszahl durch die Gleichung 
aß'-ßa' = k(~2 -~) = -k(1+2~) = -ld-3 
aus, welche zugleich lehrt, wie aus a, ß rückwärts die Zahl k, also auch 
die Ordnung k 1 = [1, lt(J J des Moduls [a, (3] zu bestimmen ist. 
Zufolge dieser letzten Bemerkung gilt auch die folgende Umkehrung: 
wenn zwei relative Primzahlen a, ß der vorstehenden Bedingung a(j' --ßa' 
= ''((.12 -(J) genügen, so ist der Modul f = [a, ß] gewiss eine Wurzel der 
Ordnung /r1 = [1, k(J]. Da nämlich aß' -ßa' nicht verschwindet, so folgt 
zunächst, dass die Basis a, ß irreducibel ist, mithin besitzt f (nach D. S. 642) 
eine Ordnung f 0 von der Form [ 1, m(J ], wo m eine natürliche Zahl ist; da 
ferner a, ß relative Primzahlen sind, so folgt of = o, mithin ist f (nach 
D. S. 651-652) eine Wurzel der Ordnung f'\ und bieraus folgt nach der 
obigen Untersuchung, dass aß'-ßa'=m((J2 -~), also m=k, f0 =[1,k~J, 
mithin f einer der Moduln tr.. ist, w. z. b. w. 
Hat man nun eine bestimmte Basis a, (3 des Moduls kv gewählt, so 
ist jede in kv enthaltene Zahl ). stets und nur auf eine einzige Weise m 
der Form 
J.. = ax + ßy 
*) Die Zahlen a, b sind natiirlich nicht zu verwechseln mit den Invarianten 
des kubischen Körpers K in §§ 2_ 9. 
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darstellbar, wo x als erste und y als zweite Variabele unabhängig von 
einander alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; zugleicl1 wird 
N(J..) = H' = (ax+ßy)(a'x+ß'y) = Ax2+Bxy+Cy\ 
wo zur Abkürzung 
A=aa', B = a(3'+ßa', C=ßß' 
gesetzt ist, und dem Modul k" entspricht die Summe 
S(lr)-">' 1 -
" -...., (Ax•+Bxy+Cy~)'' 
welche über alle Paare x, y mit Ausnahme des Paares O, 0 auszudehnen ist. 
Offenbar sind A, C positive und, wie auch B, ganze rationale Zahlen, 
und da a relative Primzahl zu ß, also auch a' relative Primzahl zu ß' ist, 
so können A, B, C leeinert gemeinsamen Tlteiler haben; denn wenn n eine 
in A und C aufgebende Primzahl des Körpers Q bedeutet, so sind von den 
vier Zahlen a, ß', a', ß entweder nur die beiden ersten oder nur die beiden 
letzten durch n theilbar, und in beiden Fällen kann n nicht in B aufgehen. 
Da ferner 
B2-4AC =(aß' -ßa'Y = -3k2 = D 
ist, so entspricht jeder Basis a, ß des Moduls k" eine bestimmte positi.,e, 
ursprüngliche, binäre quadratische Form ( A, t B, C), deren Discriminante*) die Grund-
zahl D des kubischen /(örpers [( ist (§ 4). Ersetzt man aber a, ß durch die 
oben angegebene allgemeinste Basis a1, ß1, und bezeichnet man mit x,, Y1 
die zugehörigen Variabelen, welche wieder alle ganzen rationalen Zahlen 
durchlaufen, so folgt aus der doppelten Darstellung 
J.. = ax+ßy = a,x,+ß1Y11 
dass die alten und neuen Variabelen durch die Gleichungen 
verbunden sind; mithin geht die Form (A, tB, C) durch die Substitution 
(~: ~) in diejenige Form iiber, welche der neucn Basis aH ß1 entspricht. 
Alle diese Formen sind daher eigentlich äquivalent (D. § 56. S. 136) und 
bilden die sämmtlichen Individuen einer bestimmten Formenklasse ~., welche 
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dem Modul k" entspricht. Dieselbe Formenklasse entspricht aber auch den 
beiden anderen, mit k" äquivalenten Moduln 
k"l! = (!k" = [a(J, ßQ], k"~ , = (/k" = [a(J2, ß(-12] 1 
weil die Zahlen A, B, C offenbar ungeändert bleiben, wenn a, ß resp. durch 
a(!, ß(! oder durch a(!2 , ß(!2 ersetzt werden; es ist daher ~" = ~"l' = ~"o" 
Umgekehrt, wenn irgend eine positive ursprüngliche Form (A, tB, C) 
von der Discriminante 
B2-4AC = D = -3k2 
gegeben ist, so fragen wir, ob es eine Basis a, (3 eines Moduls k" = [a, ß] 
giebt, welcher diese Form im obigen Sinne entspricht. Um dies zu unter-
suchen, betrachten wir die beiden conjugirten, offenbar ganzen Zahlen 
0 = B + k V~-- 3 = B + k + k , B-k l/ - 3 B -lc k 2 2 (!, 0 = 2 = 2- (!, 
welche mit A, B, C, k durch die Gleichungen 
0+0' = B, 00' =AC, 0'-0 = -k(1+2()) 
verbunden sind. Soll nun die gegebene Form der Basis a, ß entsprechen, 
so ist erforderlich und hinreichend dass a ß relative Primzahlen sind, 
' ' 
welche den obigen Bedingungen aß'- ßa' = _ k(l + 2 (! ), aa' = A, aß'+ ßa' = B, 
ß ß' = C, also den Bedingungen 
aa' = A, ßa' = e, aß' = 0', ßß' = C 
genügen. Durch die beiden ersten nnd ebenso durch die beiden letzten 
' dieser vier Bedingungen ist zunächst das Verhältniss der beiden gesuchten 
relativen Primzahlen a, ß aus den gegebenen Zalllen A, 0, 0', C vollständig 
zu bestimmen in den beiden Formen 
~= ~=~, 
welche vermöge der Relation AC= 00' mit einander übereinstimmen. Offen-
bar giebt es immer nur sechs verschiedene solche Paare voii relativen 
Primzahlen a, (3; denn die beiden gegebenen Zahlen A, 0 besitzen im 
Körper Q sechs verschiedene associirte grösste gemeinsame Theiler r, und 
jeder von ihnen liefert ein entsprechendes Zahlenpaar 
A g 
a= ß= - · 
r' r 
Hat man nun eine bestimmte Wahl über y, also auch Uber a, ß g·etroffen, 
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so folgt aus Ca = f)' ß, dass C durch ß, ebenso fJ' durch a theilbar ist; 
wir haben daher eine Zerlegung von der Form 
A = ay, 6 = ßy, 6' = ad', C = ßd', 
wo d' ein durch die Wahl von r bestimmter, grösster gemeinsamer 1,heiler 
von fJ', C ist. Durch den Uebergang zu den conjug·irten Zahlen ergiebt 
sieb hieraus die zweite Zerlegung 
A = a'y', f) = a'J'', f)' = ß'y', C = ß'J'', 
mithin muss a' als gemeinsamer rl'heiler von A, fJ ein Theiler von r sein, 
und wenn man r = a'l! setzt, so folgt aus A = aa's, dass E = s' eine natur-
liehe Zahl ist, weil dasselbe von aa' und von dem ersten Coefficieuten A 
der positiven Form (A, tB, C) gilt; aus der doppelten Darstellung· von fJ 
folgt ferner ßr = ßa' E = a'd'', also d'' = ßs, d' = ß's, und die beiden obigen 
Zerlegungen fliessen zusammen in die folgende 
A = ua't, e = ßa't, 6' = aß'e, C = ßß's. 
Die natürliclle Zahl E ist daher gemeinsamer 'rheiler von A, c, e, e·, also 
auch von B = fJ+ 0', und da (A, tB, C) eine ursprüngliche Form ist, so 
folgt s = 1, also 
A -aa' 
- ' 





Jedes der auf die obige Weise aus den gegebenen Zahlen A, (:) abgeleiteten · 
sechs Paare von relativen Primzahlen a, ß ist dal1er wirklich eine Basis 
eines Moduls k", der die gegebene Form (A, ~ B, C) entspricht, und ausser 
diesen Basen giebt es keine andere. Bezeichnet man eine bestimmte von 
ihnen mit a, ß, so haben sie die gemeinsame Form alJ, ßa, wo a alle sechs 
Einheiten + 1, + ~' + ~2 durchläuft, und sie liefern immer drei verschiedene, 
aber äquivalente Moduln 
k. = [ a, ß], k"e = [ a(J, /h,J ], kve' = [ ar/, (3~2]. 
Das biermit gewonnene Resultat können wir so aussprechen: 
Jedem Tripel von äquivalenten Moduln k., k,v, k,e enlspricltt eine be-
stimmte Klasse ~" von eigentlich äquivalenten quadratisclten Formen der Dis-
criminante D = - 3 k2, und umgekehrt entspricltt jede solclte Formenklasse immer 
einem und nur einem solchen T1·ipel von Moduln. Die gemeinsame Attzaltl der 
M odult?·ipel und Formenklassen ist = 3 k". 
Jeder Basis a, ß des Moduls kv entspricht, wie oben bemerkt, eine 
Basis a', - (3' des mit k,, conjugirteu Moduls k,,; ersetzt man aber a, ß resp. 
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durch a', -ß', so geben die drei Zahlen A, B, C resp. in A, -B, C über, 
also entsprechen diesen Basen der Moduln k.", k". die beiden entgegengesetzten 
Formen (A, t B, C) und (A, -tB, C); zugleich ist k." .~, mit kv'e' und ebenso 
k".c mit k"qo conjugirt, und zwei solchen conjugirten rrripeln entsprechen 
zwei entgegengesetzte Formenklassen !fr,. und !fr" .. 
Hinsiebtlieh der Auswahl der Basen a, ß und der entsprechenden 
Formen (A, t B, C) erwähnen wir zwei verschiedene Regeln, deren jede 
sieb dmch besondere Vorzüge empfiehlt. Die eine besteht darin, dass man 
(nach D. § 187. S. 652- 655) für die erste Basiszahl a eine natürliche 
Zahl m wählt; setzt man dann die zweite Basiszahl ß = t+n(J, so wird 
immer mn = k, und die entsprechende Form hat die Coef:ficienten 
A = ml , B = m(2t -n), C = f-tn+n2; 
diese Formen bilden einen speciellen Fall derjenigen Formen, welche 
Gauss in den Artikeln 254, 255 der Disquisitiones Arithmeticae betrachtet 
(vergl. D. §§ 150, 151). Nach der zweiten Regel wählt man die Basis 
immer so, dass ihr eine sogenannte reducirte Form (A, t B, C) entspricht, 
in welcher absolut genommen B < A < C, und welche aus der ersten 
Form leicht abzuleiten ist (Art. 171 der Disqu. Arithm. oder D. § 164). 
Wir erinnern noch daran, dass (nach D. § 187) der Multiplication der 
Moduln, welche durch lr"k" = kw ausgedrückt wird, die Composition der 
Formenklassen !fr,.!fr" = Ü'.u v entspricht, und knüpfen hieran die folgende Be-
trachtung. Da jeder Formenklasse !fr. ein und nur ein Tripel von Moduln 
ft /; k , entspricht, welche denselben Charakter 111 (v) haben so kann 
>! '1'(1! ·~ I ' ! 
man diesen Charakter eindeutibO' auf die Formenklasse übertra<ren indem 
0 ' 
man 1/l(!fr") = lf(l•.) = lf(v) setzt, und da hieraus 1/l(!fr.., !frv) = 1/l(!fr~') 1/l(ff") 
folgt, so ist jetzt '1/J ein Charakter der Abelschen Gruppe ~' welche aus 
den 3k" Formenklassen ff besteht. Wir haben oben mit fu alle diejenigen 
Moduln k" bezeichnet, deren Charakter 1p(k") = 1 ist; sie bilden eine aus 
k" Tripeln bestehende Gruppe, und ebenso bilden die zugehörigen k'' 
Formenklassen eine Gruppe @, welche wieder der Gruppe 1/lo in § 9 ent-
spricht; zugleich ist (@, ~) = 3, und wenn man mit !fYT eine bestimmt ge-
wählte Formenklasse bezeichnet, deren Charakter = (J ist, so besteht die 
Gesammtgruppe ~ der 3k" Formenklassen aus den drei Complexen .@, 
@i:YT = @1, ®B'~ = ®2, denen resp. die Charaktere 1, (J, (J2 zukommen. In 
welcher Beziehung steht nun diese Gruppe @ zu unserem kubischen Körper f(? 
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Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir alle diejenigen in D 
nicht aufgehenden natUrliehen Primzahlen p, welche ::=:::: 1 ( mod. 3) sind, von 
welchen also die Grundzahl D quadratischer Rest ist. Im quadratischen 
Körper Q ist daher p = nn', wo n, n' zwei conjugirte, wesentlich verschie-
dene Primzahlen bedeuten, die nicht in 3k aufgehen; diese Primzahlen 
sind resp. in den beiden conjugirten Moduln kn, kn. enthalten, und da 
p = N(n) = N(n') ist, so ist p dat·stellbar durch jede in den beiden entgegen-
gesetzten Formenklassen ~n' ~n· enthaltene Form (A, tB, C). Da umgekehrt 
(nach D. § 60) jede solche Form, durch welche p darstellbar ist, mit einer 
Form (p, tt·, q) äquivalent ist, wo r2 = D+4pq = D(mod. 4p), und da die 
letztere Form, wie oben gezeigt ist, immer nur drei äquivalenten Moduln 
fc" = [ a, ß] entspricht, wo aa' = p, also a mit n oder n' associirt und folg-
lich auch relative Primzahl zu k ist, so muss k" = karr: oder = kan• sein, 
mithin gehört die Form (p, -~- r, q) einer der beiden Formenklassen ~n' lrn• 
an, und die natürliche Primzahl p ist daher ausschliesslich darstellbar durch 
die Formen dieser beiden Klassen (vergl. D. §§ 86, 87). Nnn gehört die 
Formenklasse lrn dem Complexe @, @1, @2, und gleichzeitig gehört die 
Formenklasse Fn. dem Complexe @, @2, @1 an, je nachdem t!J(n) = 1, Q, (!2 
ist; nach der Definition der Function 'l.fJ in § 7 tritt aber der erste dieser 
drei Fälle dann und nur dann ein, wenn ab2 kubischer Rest der natürlichen 
Primzahl p ist, wo a. b die Invarianten des kubischen Körpers [( bedeuten. 
Wollen wir diesen Körper f( nicht ausdrUcklieh erwähnen, so besteht das 
hiermit gewonnene Resultat in dem folgenden 
Satz. Ist mindestens eine der beiden natürlichen Zahlen a, b > 1, 
und ab durch !rein Quadrat einer natürlichen Primzahl theilbar, setzt man 
fet·ner k = 3ab oder =ab, je nachdem (a2-b2) durch 9 untheilbar oder theil-
bat• ist, so ist die Anzahl aller nicht äquivalenten, positiven, ursprünglichen 
binären quadratischen Formen (A, .g.B, C) von der Discriminante B2 -4AC 
= D = -3k2 immer ein Vielfaches 3k" 'VOn 3, ttnd ein Drittel der durch 
diese Formen vertretenen Formenklassen bildet eine Compositionsgruppe @, 
welche durch die folgende Eigensclw(t charalclerisirt ist: Bedeutet p jede 
naWrliche Primzahl, welche = 1(rnod. 3) ist und nicht in D aufgeht, so sind 
durch die Ir" Formen der Gruppe @ alle und nur solche Primzahlen p dar-
steltbm·, von denen ab\ also auch a~b lwbischer Rest ist, während durch die 
Formen der ü,brigen 2 k'' Klassen alle und nur solche Primzahlen [J darstellbar 
sind, von denen ab2 lmbischer Nichtrest ist. 
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Wollen wir aber die Bedeutung der quadratischen Formen für den 
kubischen Körper K hervorheben, so erinnern wir uns daran, dass (nach§ 5) die 
natürliche Primzahl p, je nachdem ab2 kubischer Rest oder Nichtrest von p 
ist, im Körper /( durch drei verschiedene Primideale ersten Grades theilbar 
oder selbst eine Primzahl dritten Grades ist, und erhalten den folgenden*) 
Satz. B edeztlet D die Grundzaltl eines lrubisclten /{ örpers /(, so ist 
die Anzahl der [(lassen, in welche die urspritnglichen binären quadratisclten 
Formen von der Discriminante D zerfallen, ein Vielfaches von 3, und ein 
Dt·ittel dieser [{lassen bildet eine durch folgende Eigenschaft cltaraklerisirte 
Composilionsgruppe @: Bedeutet p jede, in D tlicltt aufgelteude, natürliche Prim-
zahl, von welcher D quadratischet· Rest ist, so wird p im Körper [( durch 
drei verschiedene P1'imideale theilbm· oder selbst eine Pt·imzaht sein, je nach-
dem p durch eine Form der Gruppe @ darstellbar ist oder nicht. 
Auf einem der Papiere aus dem Nachlasse von Gauss, welche mir 
- wahrscheinlich im Jahre 1860 - zur Ansicht, aber nicht zur Heraus-
gabe mitg·etheilt wurden, befand sich eiue Bemerkung über kubische Reste, 
welche nach meiner Abschrift folgendermassen lautet: 
Obseruatio venustissima indnctione (acta. 
2 est Residuum vel non residuum cubicu.m numeri primi p {ot·mae 
3n+ 1, pt·out p repraesentabitis est per f'ormam 
xx+27yy 
vel 4xx+2xy +7yy. 
3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesetüabilis est pe1· 
xx+243yy aut 4xx+2xy+61yy 
vet 7 xx+ 6xy+36yy aut 9xx+6xy+28yy. 
5 est Residuum Nonresiduum 
(1, o, 675) I si f (7, 2, 97) (25, 0, 27) p (9, 3, 76) 
(13, 1, 52) ( reprae-
. (19, 3, 36) 
(4, 1, 169) 1 senta- (25, 5, 28) 
tur per (25, 10, 31) 
(27, 9, 28) 
*) Die Form, in welcher ich diesen Fundamentalsatz hier ausspreche, ist so gewählt, 
dass sie, wie ich glaube, für alle kubischen Körper ohne Ausnahme, selbst fiir die Kreis-
körper gilt; den allgemeinen Beweis dieses Satzes zu finden, ist mir aber bisher nicht 
gelungen. Dagegen bietet die Zerlegung aller anderen Primzahlen p in Primideale keine 
erhebliche Schwierigkeit dar. 
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In diesen Sätzen muss man ohne Zweifel die frül1esten Entdeckungen 
erblicken, die Gauss auf dem Gebiete der kubischen (und biquadratischen) 
Reste gemacht bat, und durch welche er bald darauf zu der Erweiterung 
des Begriffes der ganzen Zahl geführt ist (verg·l. § 7). 
Noch bevor dieses merkwürdige Fragment mir bekannt g·eworden 
war, hatte ich den ersten dieser drei Sätze bei dem Versuebe gefuuden, die 
Methode, durch welche Gauss den biqnadratisehen Charakter der Zahl 2 
bestimmt ('l'heoria residuornm biquadraticorum I. Art. 15-23), auf die 
Theorie der kubischen Reste zu übertragen. Der Beweis, den ich am 
7. Januar 1858 in einer algebraischen Vorlesung zu Göttingen vorgetragen 
habe, ergiebt sich in der rrbat sehr eiufach ans Art. 358 der Dis-
quisitiones Arithmeticae; behält man nämlich die dortige Bezeichnung bei, 
bedeutet also n eine natUrliehe Primzahl, welche = 1 ( mod. 3) ist, so 
zeigt Gauss, dass immer 
4n = j)JM + 27 NN 
und gleichzeitig, wenn 1}1 = 1 (mod. 3) gewählt wird, 
9a = n+1+j)J 
ist, wo a -- 1 = (S'i'Sf) die Anzahl cle1jeuigen incongruenten kubischen Reste 
.z von n bedeutet, welche die Eigenschaft besitzen, dass auch (z + 1) kubischer 
H.est von n ist. Setzt man nun z+ 1 = z1 (rnod. n) uud bedenkt, dass die 
Zahl (-1) immer kubiscl1er Rest von n ist, so folgt aus -.z,+l = -z 
(mod. n), dass die Zahl ( -z1) dieselbe Eigenschaft wie z besitzt. Man kann 
daher alle diese ( a -1) Zahlklassen z in eine Reihe von Paaren z UJHl 
( -z-1) ordnen, und folglich wird a-1 eine gerade Zal1l sein, wenn nicht 
etwa der Fall vorkommt, dass die beiden Zalllen derselben Klasse angehören, 
also 2z == -1 (mod. 1e) ist; dies geschieht immer und nur dann, wenn die Zahl2 
selbst ein kubischer Rest von n ist, und da 'es in diesem Falle auch uur 
für eine einzige Klasse z; geschieht, so ergielJt sic11, dass a gerade oder 
ungerade ist, je nachdem die Zahl 2 kubischer H.est oder Nichtrest von n 
ist*). Da ferner immer a =- lJJ = N (mod. 2) ist, so folgt, dass die Prim-
*) Aus der Bedeutung der Gaussschen Zahlen b = (.l't'St'), c =(.feSt"), welche 
nicht beitle ungerade sein können, ergicbt sich allgemeiner, dass die Zahl 2 dem Com plex 
.!'{' oder .ff'' oder .ff'" angehört, je nachdem a b o 0 oder a + 1 b + 1 o 0 odct· 
a + 1 _ b - o + 1 ::- 0 (mod. 2) ist. 
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zahl n im ersten Falle und nm· in diesem durch die Hauptform (1, 0, 27) 
= xx+ 27 yy darstellbar ist; wenn aber 2 kubischer Nichtrest von n ist, so 
muss n durch die beiden anderen reducirten Formen (4, + 1, 7) = 4xx + 2xy 
+7yy der Determinante -27 oder der Discriminante -108 darstellbar sein. 
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und man überzeugt sich 
leicht, dass er mit unserer allgemeinen Theorie übereinstimmt, weil die 
3 
Invarianten des durch die Zahl 112 erzeugten kubischen Körpers K1 die Zahlen 
2 und 1 sind, woraus k = 6, k" = 1 folgt. 
Unterhalb 100 giebt es nur zwei Primzahlen n oder p, von denen 
die Zahl 2 kubischer Rest ist, nämlich 
31 = 21+ 27 · F, 43 = 42 +27 ·12, 
und wenn t eine willkürliche Z~thl bedeutet, so ist 
t3-2 (t-4)(t-7)(t-t-11) (mocl. 31), 
t3-2 (t-t-9)(t+ll)(t-20) (mod. 43), 
wie man leicht mit Hülfe des Canon Afithmeticus von Jacobi findet. 
Gehen wir jetzt zu den beiden anderen Sätzen über, um sie eben-
falls mit unserer rrheorie zu vergleichen, so ist es auch hier zweckmässig, 
zu jeder der von Gauss angegebenen reducirten Formen, falls sie nicht eine 
zweiseitige (eine forma anceps) ist, die entgegengesetzte Form hinzuzufUgen. 
In dem zweiten Satze, der von dem kubischen Charakter der Zahl 3 handelt, 
ist das Formensystem der Determinante -243 ausserdem noch durch die 
beiden oben fehlenden Formen (13, ± 2, 19) zu ergänzen, und wir wollen 
(wie im folgenden § 12) zur Abkürzung 
(1, 0, 243) = (00), (7, -3, 36) = (10), (7, 3, 36) = (20), 
(4, 1, 61) = (01), (9, 3, 28) = (11), (13, -2, 19) = (21), 
(4, -1, 61) = (02), (13, 2, 19) = (12), (9, --3, 28) = (22) 
setzen. Die Bedeutung dieser Bezeich1mng ist folgende. Jede Form (y z.), 
wo die beiden Zahlen y, z durch beliebige nach dem Modul 3 congruente 
Zahlen ersetzt werden dürfen, soll auch als Zeichen fUr die durch sie reprä-
sentirte Formenklasse angesehen werden; daun ist die aus den Klassen CY1 zt) 
und (y2z2) zusammengesetzte Klasse 
(ytzt)(y2z2) = (yz), wo y Yt+y2, z; Zt-f-z2 (mod. 3), 
also auch 
(y z) = (10)!'(0 1)', (10/ = (01/ = (00), 
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und der Satz von Gauss besteht darin, dass die Zahl 3 kubischer Rest oder 
Nichtrest der natUrliehen Primzahl p ist, je nachdem p durch eine der drei 
Formen (00), (01), (02) darstellbar ist oder nicht. Die kleinsten durch die 
Formen (00), (01) darstellbaren Primzahlen sind 
307 = 82 +243 .1\ 61 = 4. 02 +2. 0 .1+61.12, 
und es ist 
t3 -3 :=:: (t+79)(t+l13) (t+ll5) (mod. 307) 
t3 -3 = (t-4) (t-5)(t+9) (mod. 61). 
Verg·leichen wir nun diesen zweiten Satz von Gauss mit unserer 
3 
'rheorie, so erg·iebt sich Folgendes. Die Invarianten des durch die Zahl y3 
erzeugten Körpers [(2 sind die Zahlen 3, 1, und da folglich '' = 9, Ir"= 1 
ist so miissen schon die drei rech1eirten Formen 
' (1, t, 61), (7, ± ~ ' 9) 
der Discriminante -243 die Entscheidung Uber den kubischen Charakter der 
Zahl 3 geben; die oben mit @ bezeichnete Gruppe besteht allein ans der 
Hauptklasse (1, t, 61), und die Zahl 3 ist daher kubischer Rest von allen 
. und nur von denjenigen Primzahlen p, welche durch diese Form darstellbar 
sind. In der Tbat ist wieder 
307 = 72 +7.2+61.2\ 61 = 02 +0.1+61.12 
und ma11 erkennt leicht, dass der Satz von Gauss Yollständig· mit dem unsrigen 
übereinstimmt. Dies beruht auf den allgemeinen Sätzen Uber den Zusammen-
hang zwischen den Formen verschiedener Ordnung; jede Gruppe @ inner-
halb der Gesammtgruppe .p aller Formen der Discriminante D liefert eine 
entsprechende Gruppe @' innerhalb der Gesammtgruppe .P' aller Formen, 
deren Discriminante D' irgend ein quadratisches Vielfaches De2 von D ist und 
' zwar bleibt die Anzahl (®', 4)') invariant = (@, 5,3), weil jede Formenklasse der 
Discriminante D sich in gleich viele Formenklassen der Discriminante D' 
zertbeilt*). Jede solche, aus einer Gruppe @ abgeleitete Gruppe @' ist 
daran kenntlicl1, dass sie die Gruppe aller de1jenigen Formenklassen der 
Discriminante D' in sich enthält, welche durch Composition mit der Haupt-
klasse der Discriminante D rliese selbe Hauptklasse erzeugen. In unserem 
Falle ist e = 2, D = - 3(9)\ D' = -3(18)\ und je drei Formenklassen (y z.) 
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der letzteren Discriminante liefern durch Composition mit der Klasse (1, -b 61) 
eine Klasse der Discriminante D, was in leicht verständlicher Weise durch 
I coo)~ (01), (02) I (1, -h 61) = (1, :-h 61) 
{ (10), (11), (12) 1 c1, t, 61) = (7, -%, 9) 
I (20), (21), (22) 1 (1, -h 61) = (7, l, 9) 
oder durch 
(yz)(1, t, 61) - (7, -1-, 9)" 
bezeichnet werden kann. 
Aus demselben Grunde könnte man in umgekehrter Weise den ersten 
Satz von Gauss so umformen, dass zur Entscheidung über den kubischen 
Charakter der Zahl 2 die Formen der Discriminante D = - 3 (6Y durch je 
drei Formen der Discriminante D' = - 3(18Y ersetzt werden; in der That ist 
oder 
I coo), (11), (22) 1 Cl, o, 27) = (1, o, 27) 
I (01), (12), (20) 1 (1, o, 27) = (4, -1, 7) 
1 (02), cto), (21)} (1, o, 27) = (4, 1, 7) 
Cy-'~)(1, o, 27) = (4, -1, 7Y"+•, 
und die Zahl 2 ist kubischer Rest oder Nichtrest einer Primzahl p, je nach-
dem letztere darstellbar oder nicht darstellbar durch eine der drei Formen 
(00), (11), (22) ist; so z. B. werden die beiden oben genannten Primzahlen 
31 und 43, von denen 2 kubischer Rest ist, durch die Form (11) = (9, 3, 28) 
dargestellt: 
31= 9.1~+6.1.(-1)+28.(-1?, 
Ganz ähnlich verhält es sich mit dem d1'ilten Satz von Gauss, wo 
zur Entscheidung über die Zahl 5 die 18 Formen der Discriminante 
D' = - 3(30? benutzt werden, während nach unserer 'l'heorie schon die 
6 Formen der Discriminante D = -3 (15)2 hierzu ausreichen. Um die 
Composition der ersteren 18 Formen mit einander übersichtlich darzustellen 
(wie bei dem zweiten Satze), wollen wir sie gemeinsam durch (y z) be-
zeichnen, wo z wieder nach dem Modul 3, aber y jetzt nach dem Modul 6 
zu nehmen ist; setzen wir 
(10) = (7, 2, 97), 
so wird 
(01) = (4, 1, 169), 
(60) = (03) = (00), 
(y z) = (10)" (01)•, 
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ferner 
(00) = (1, 0, 675), (01) = (4, 1' 169), (02) = (4, -1, 169) 
(10) = (7, 2, 97), (11) = (27,-9, 28), (12) = (25, 5, 28) 
(20) = (19, 3, 36), (21) = (25, 10, 31), (22) = (9, -3, 76) 
(30) = (25, 0, 27), (31) = (13, 1, 52), (32) = (13, -1, 52) 
(40) = (19,-3, 36), (41) = (9, 3, 76), (42) = (25, -10, 31) 
(50)= (7,-2, 97), (51)= (25,-5, 28), (52) = (27, 9, 28) 
und die Composition dieser Formenklassen mit der Hauptklasse (1, t, 169) 
kann durch 
oder kurz durch 
1 coo), (01), (02) I (1, t, 169) = (1, ~' 169) 
1 (10), (11), (12) 1 (1, t, 169) = (7,-~, 25) 
1 (20), (21), (22) I (1, t, 169) = (9,-t, 19) 
1 (30), (31), C32) I (1, t, 169) = (13, -h 13) 
1 (40), (41), (42) 1 Cl, -t, 169) = (9, t' 19) 
1 (50), (51), (52) 1 (1, t, 169) = (7, ~, 25) 
(yz,) (1, t, 169) = (7, -t, 25)11 
dargestellt werden. Die Zahl 5 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Primzahl p, wenn p durch eine der beiden zweiseitigen Formen 
(1, t, 169), (13, t, 13) 
darstellbar ist; offenbar ist 13 die kleinste solche Primzahl, und sie ist 
darstellbar durch die Formen (31), (32); zugleich ist 
t3 -5:=(t+2)(t+ö)(t+6) (mod.13). 
Die 18 Formen (yz) der Discriminante D' = -3 (30Y geben, weil 
je secl1s von ihnen aus einer Form der Discriminante D = -3 (6)2 entstehen, 
auch wieder die Entscheidung tiber den kubischen Charakter der Zahl 2; aus 
(10) (1, 0, 27) = (01) (1, 0, 27) = (4, 1, 7) 
folgt 
(y Zi) ( 11 0, 27) = ( 4, 1, 7)Y+•, 
mithin entspricht der Hauptklasse (1, 0, 27) tlie Gruppe der sechs Klassen 
(00), (12), (21), (30), (42), (51), welche die Potenzen det· Klasse (12) 
oder (51) sind, und die Zahl 2 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Primzahl p, wenn p durch eine Form dieser Gruppe darstellbar ist; so 
z. B. wird die oben angeführte Primzahl 43 durch die beiden Formen (12), 
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(51), und ebenso die Primzahl 31 durch die beiden Formen (21), (42) 
dargestellt. - . 
Wir haben an den drei Sätzen von Gauss soeben gezeigt, wie der 
kubische Charakter einer Zahl ab\ der nach unserer Theorie von den Formen 
der Discriminante D = - 3 k2 abhängt, auch durch die Formen jeder Dis-
criminaute D' = De2 = -3 (keY bestimmt werden kann, welche ein quadra-
tisches Vielfaches von D ist. Aus der Definition der Function 1/J in § 7 und 
aus dem Satze XVI in § 8 folgt aber auch, wie der Leser leicht finden 
wird, dass die Grundzahl D des kubischen Körpers [( wirklich die absolut 
kleinste Discriminante ist, deren Formen die fragliche Entscheidung geben, 
und hierin liegt eine wesentliche Vervollständigung des oben iu doppelter 
Form ausgesprochenen aUgemeinen Satzes. Noch wichtiger ist aqer der 
Umstand, dass die in § 10 bewiesene Umformung der Function H nicht mehr 
gelten würde, wenn man statt der Moduln k", denen die Formenklassen ff., 
von der Discriminante D entsprechen, solche Moduln (ke)~ einfUhren wollte, 
denen Formen von absolut grösserer Discriminante D' = D e2 entsprechen; 
auch dies beruht auf dem Satze XVI in § 8, doch wollen wir uns hier be-
gnügen , die Thatsacl1e an den folgenden Beispielen nachzuweisen. 
§ 12. 
Beispiele. 
Wir haben schon am Schlusse VOll § 4 hervorgehoben, dass ein 
(reeller) reiner kubischer Körper K durch seine Grundzahl D = - 3k2 im 
Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt ist, dass es also verschiedene 
Körper /( geben kann, welche demselben W erthe der natürlichen Zahl k 
entsprechen. Zu allen diesen Körpem [{ g·ehört dann auch dasselbe System 
von Moduln k., des quadratischen Körpers Q (in § 10) und dasselbe System .f) 
von binären Formen (in § 11) ; aber diese Körper f( werden sich jmmer 
von einander unterscheiden durch die zugehörige Function '/1 (in § 7) und 
folglich durch die Gruppe @ (in § 11), welche aus einem Drittel der 
Gruppe .p besteht. Zufolge der Tabelle in § 2 tritt dieser Fall zuerst für 
den Werth k = 18 ein, welchem die beiden durch die Zahlen i 6 und i 12 
erzeugten Körper K4 und Hs entsprechen, und da die Zahl 18 durch die 
beiden ersten in der Tabelle auftretenden W erthe 6 und 9 von k theilbar 
ist, so wird die Untersuchung des Falles k = 18 zugleich die Theorie der 
3 3 
durcl1 die Zahlen y2 und J13 erzeugten Körper K1 und /(2 umfassen, mit 
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welchen wir uns eben schon in § 11 beschäftigt haben; die Durchführung 
dieses Beispiels wird daher besonders lehrreich sein. 
Zunächst kommt es nach § 9 darauf an, im quadratischen Körper Q 
alle ganzen Zahlen ,lt i:ibersicbtlich darzustellen, welche relative Primzahlen 
zum Modul k = 18 sind; da 2 und 3 die einzigen in 18 aufgehenden 
naturlieben Primzahlen sind, so erbalten wir 
cp(k) = cp(18) = 18(1-t)(1-t) = 6, 
<p"(k) = 9k" = r.p"(18) = 18(1- i1)(1-~) = 27, 
also k" = 3, und die Anzahl der incongrnenten Zahlen ,u ist 
cp'(k) = cp(k)q/'(lr) = q/(18) = 162 = 2·34. 
Die Gruppe Sf dieser Zahlklassen ,n lässt sieb durch 
ft = 5'"Q"'(4-3(.1)Y(1+9(.1)' (mod. 18) 
darstellen, wo der Exponent to nach dem l\fodul 6, die Exponenten x, y, z 
aber nach dem Modul 3 zu nehmen sind, weil 
56 = (!3 == (4-3(.1? = (1+9f!l == 1 (mod. 18) 
ist. Dass diese Darstellung vollständig und wesentlich nur auf eine einzige 
Weise mög·lich ist, erkennt man leicht daraus, dass sie aus den beiden 
folgenden Darstellungen 
ft:=(-l)'"Q·"·4'"(4-3(J)Y (mod. 9), 
,n == (Jx +v+h (mod. 2) 
zusammengesetzt ist; die erstere stimmt mit der in § 8. S. 70 angegebenen 
überein und dient dazu, um ans der g·egebenen Zahl ,tt die Exponenten 10 
(mod. 6), x(mod. 3) und y(mod. 3) zu bestimmen, während aus der letzteren 
Darstellung· sich die Zahl z(mod. 3) ergiebt; zugleich folgt aus § 8. S. 70 
die Bestimmung 
(3·) 2., = Q · · 
fA-
Setzen wir ferner 
a = (! 'ix, 
so genügt diese Einheit der Bedingung a.u == ± 1(mod. 3), und zugleich wird 
Oft == Q" +2• ( mod. 2); 
da nun die Zal1l 2 auch im Körper Q eine Primzahl, und N(2) = 4 
= 3 · 1 + 1 ist, so folgt aus der Definition das kubischen Charakters in 
§ 7 auch 
(rJ,tl) - y+2: 2 - (J • 
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Endlich bemerken wir, dass aus der obigen Darstellung der Zahlen ,u 
(mod. 18) auch die Darstellung 
(mod. 18) 
der conjugirten Zahlen ,n' folgt, weil 4-3Q2 == (4-3(!)\ und 1-!-9(>2 
== (1 + 9(>? (mod. 18) ist. 
Gehen wir nun dazu über, nach den Regeln in §§ 10, 11 die 
27 Moduln k"' zu bestimmen, so ist zunächst zu bemerken, dass die Gruppe 
ffi derjenigen Klassen, welche auch rationale Zahlen enthalten, aus den 
6 Klassen 
5w== 1, 5, 7, 17, 13, 11 (mod. 18), 
und die Gruppe ffi®(in § 11. S. 88) aus den 18 Klassen 5wQ"' besteht. 
Wir werden daher alle Moduln k"' und jeden nur einmal erhalten, wenn 
wir in der obigen Darstellung immer w = 0 setzen, während jede der 
Zahlen x, y, z ihre drei W erthe durchlaufen muss. Da ferner diese 
27 Moduln in 9 Tripel von der Form kJ-1, kfl~' k,.,e• zerfallen, welche je einem 
Complex ffi®,u entsprechen, und da fUr unseren Zweck von je drei solchen 
äquivalenten Moduln nur einer erforderlich ist, so dürfen wir auch x = 0 











z _L .u L (18)"' 9!' 
0 1 /-1,18Q-, 1,9(! 
0 4-!-15(! I 6,2-!-3(! 3,2-!-3(! 
o 7-t-3(! 6,1-t-3(! I 3,1+3(! 
1 1-t-9(! 2,1+9(! I 1,9(! 
1 13+6(! 3,1+6(! / 3,2-t-3(! 
1 16+3(! 6:4+3(-1 1 3,1-!-3(! 
2 10-!-9(! 2,9(! j 1,9(J 
2 13+15(! 6,5-!-3(! 3,2-!-3(1 























Die Zahlen y, z der beiden ersten Spalten bestimmen in Verbindung 
mit w = x = 0 die Zahlenklasse tt(mod. 18) der dritten Spalte, und in der 
folgenden Spalte ist für den zugehörigen Modul (18)"' = [18, 18(!, f-t] eine zwei-
gliedrige Basis angegeben, deren erstes G Iied eine natürliche Zahl ist; 
diese Basis ist nach bekannten Regeln (D. § 172. S. 519-520) immer 
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leicht zu finden. Die 9 Moduln ( 18)" bilden eine Gruppe, und das Gesetz 
ihrer Multiplication ergiebt sich ans ihrer Darstellung 
(18)" = [6, 2+3Q]''[2, 1+9Q]'. 
Die binären quadratischen Formen (A, .J;;B, C) von der Discrimiuante -3 (18)\ 
welche den hier angegebenen Modulbasen entsprechen (§ 11), sind nicht 
red~1cirt, aber es hat (nach D. § 64) keine Schwierigkeit, die ihnen äqui-
valenten reducirten Formen herzustellen, und diese letzteren sind mit den-
jenigen identisch, welche wir in § 11 bei der Besprechung· des zweiten 
Satzes von Gauss mit (y z) bezeichnet haben. In der fünften und secl1sten 
Spalte findet man zweigliedrige Basen für die durch die Zahl ,n bestimm-
ten Moduln 
9" = [9, 9(), ,u] = (18)".[1, 9()] = (18)" 91, 
61' = [6, 6Q, ,11] = (18)1'[1, ÖQ] = (18)",6,, 
und die ihnen entsprechenden Formenklassen von den Discriminnnten 
-3. 92 und -3 · 62 ergeben sich durch Composition der Formen (yz) mit 
den Formen (1, 1, 61) und (1, 0, 27), wie ebenfalls schon in § 11 be-
sprochen ist. 
Die vier letzten Spalten enthalten endlich die Wertl1C der Chamktere 
3 3 3 3 
1p (.a) fiir die durch 112, v'3, v'ö, 112 erzeugten reinen kubischen Körper 
Hu 1{2, 1(4, lCs, welche den Zeilen 1, 2, 4, 5 der rrabelle in § 2 eutsprechen. 
Da alle vier Körper von erster Art sind, so ist die Formel XI in § 8 
(S. 72) anzuwenden, also 
wo die Einheit a der Bedingung a,u == + 1 ( mod. 3) genügen muss, und wo 
die Zahlen u, v, a1, b1 aus den Invarianten a. b des Körpers [( so zu be-
stimmen sind, dass 
a= 3"·a,, 
und all b1 nicht durch 3 theilbar werden. Die Einheit a ist oben schon 
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bieraus ergeben sich für unsere vier Körper die folgenden Bestimmungen: 
Körper K 1 ; k = 6; k" = 1. 
a = 2, b = 1; u = 0, v = 0; a1 = 2, b1 = 1, 
l/Jt (,n) = e~t) = (J?I+ 2z , 
Körper 1(2 ; k = 9; k" = 1. 
a = 3, b = 1; u = 1, v = 0; a1 = 1, b1 = 1; 
l/J2(!~) = (~) = (/Y, 
fJ, 
Körper 1(4 ; k = 18; k" = 3. 
a=6,b = 1; u=1,v=0; a1 =2,b1 =1; 
l/J4Cf~) = C1) ccr~u) = (/•. 
Körper 1(5 ; k = 18; k" = 3. 
a = 3, b = 2; u = 1, v = 0; a1 = 1, b1 = 2; 
l/JsCtt) = c:) (er~~)= c:)ccr~~y = (JY+ • . 
Nachdem biermit die vier letzten Spalten unserer rrabelle ausgefüllt 
sind, ergeben sich aus diesen W erthen von tp die (nicht äquivalenten) 
Moduln fu, fu f2, für welche tp(t,) = 1, tp(fl) = Q, tp(f2) = !/, und deren ge-
meinsame Anzahl = ,," ist: 
Körper K 1• 
fo = [1, 6(1], f1 = [2, 3Q], f2 = [2, 1+3(l]. 
Körper /(2• 
fo = [1, 9Q], ft = [3, 1+3(1], f2 = [3, 2+3(1] 
Körper K4• 
f0 = [1, 18Q], [6, 1+3Q], [6, 2+3Q] 
fl = [2, 9(1], [3, 2+6Q], [6, 5+3Q] 
f2 = [2, 1+9Q], [3, 1+6Q], [6, 4+3Q]. 
Körper [{5• 
t, = [1, 18Q], [6, 4+3Q], [6, 5+3Q] 
ft = [2, 1+9Q], [3, 2+6Q], [6, 2+3Q] 
f2 = [2, 9Q], [3, 1+6Q], [6, 1+3Q]. 
Die zu diesen 15 Moduln gehörigen reducirten quadratischen Formen 
sind schon früher angegeben, und hiermit sind zugleich die beiden ersten 
Sätze von Gauss in § 11 durch unsere allgemeine rrheorie bestätigt. Um 
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nun für die hier betrachteten vier Körper /(1, K2, K4, K.., auch die entsprechen-
den Functionen HH l/2, l/4, H5 zu bestimmen, welche in § 11 (S. 88) in 
der Form 
2H = ~, S (fo) -~· S(f1) 
dargestellt sind, setzen wir zur Abkürzung 
U = S[l, 18Q] = 2'(x2 -!-243y2)-s, 
ferner 
U1 = S[3, 1+6Q] = S[3, 2-!-6Q] = 2'(9x2 +6xy+28y2)-•, 
U2 = 8[2, 9Q] = 8[2, 1+9Q] = 2'(4x2 +2xy+6ly2)-•, 
U4 = 8[6, l -!-3Q] = S[6, 2+3Q] = 2(7x2 +6xy+36y2)-•, 
U5 = S[6, 4+3Q] = S[6, 5+3Q] = I(l3x2+4xy+19y2)-•, 
Vl = 8[1, 6 (.1] = 2(x1 + 27 y2)-s, 
W1 = S[2, 3Q] = S[2, 1 + 3Q J = I(4x2 +2xy-!-7 y2)-•, 
V2 = S[l, 9Q] = I(x2 -l-xy+61y2 )-s, 
W2 = 8[3, 1+3Q] = 8[3, 2+3(>] = 2(7x2 +3xy+9y2)-• 
und erhalten 
2Jlt = Vt- Wl, 21lz = Vz- W2, 
21/t = (U+2U~)-(U1 -!-D2 -I-D5), 
2Hs = (U+2U5)-(U1 -!-U2 -!-U4). 
Wir wolleu jetzt, wie wir schon am Schlusse von § 11 angekündigt 
haben, diese Beispiele benutzen, um noch einmal auf die in § 10 bewiesene 
Umformung der Function H zurückzukommen. Wir haben dort, wenn k" 
irgend eine Wurzel der Ordnung k1 = [1, kQ J bedeutet, mit S(k") die 
Summe der Grössen N('J..)-• bezeichnet, wo )., alle (von Null verschiedenen) 
Zahlen des Moduls kv durchläuft; wir wollen jetzt unter dem Zeichen /~: 
den Inbegriff aller dmjeuigen von diesen Zahlen /.. verstehen, welche relative 
Primzahlen zu k sind, und wollen den von diesen Zahlen herrührenden 
Theil der Summe S(k,,) mit 8(k:) bezeichnen; offenbar ist diese letztere 
Summe identisch mit der am Schlusse von § 9 erklärten Summe 8(ffiv), 
und der in § 10 bewiesene Satz lautet 
6 11 = 2tp(v)8(k:) = 2:t!J(v)8(1rv), 
wo k" alle Wurzeln der Ordnung /r1 durchläuft. Wir haben dann in § 11 
die zweite Summe durcl1 die Betrachtung der Paare von conjug·irten Moduln 
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Vereinfachung· offenbar auch für clie erste Summe gilt, so nimmt der vor-
stehende Satz die folgende Form an 
wo die Summationen nur auf alle nicht äquivalenten Moduln f111 f1 auszudehnen 
sind. Diese beiden AnsdrUcke für 2 H unterscheiden sich dadurch von 
einander, dass in beiden Bestandtheilen des ersten Ausdruckes nur solche 
Glieder N(/..)-• auftreten, in welchen 1.., also auch N(/..) relative Primzahl 
zu k ist, während in beiden Bestandtheilen des zweiten Ansdruckes auch solche 
Glieder N(/..)-• auftreten, in welchen N(J.) nicht relative Primzahl zu k ist, 
und der Satz besteht also darin, dass diese letzteren Glieder sich gegen-
seitig aufheben. Dies wollen wir jetzt wenigstens an unseren Beispielen 
bestätigen. 
Es ist in § 10 schon gezeigt, dass der grösste gemeinsame rrheiler 
von k und irgend einer in k." enthaltenen Zahl }, immer mit einer natur-
liehen Zahl n associirt ist, und wenn man k = mn setzt, so überzeugt man 
sich leiclü, dass der Inbegriff aller der in kv enthaltenen Zahlen 1.., welchen 
dieselbe Zahl n entspricht, = n·m:, cl. h. der Inbegriff aller mit n multipli-
cirten Zahlen des Systems m: ist, und hieraus ergiebt sich offenbar der all-
gemeine Satz 
wo das Summenzeichen sich auf alle Zerlegungen k = rnn bezieht; multiplicirt 
man mit Ir,~• , so erhält man 
k1' S(k,,) = ~m2'S(m:), 
wo m alle natUrliehen Divisoren von Ii durchläuft, und hierans folgt nach 
bekannten Regeln (D. § 138. S. 362), wie umgekehrt die Summen von der 
Form S(k:,) sich durch Summen von der Form S(mv) darstellen lassen. 
Um diesen Satz auf unsere Beispiele anzuwenden, betrachten wir 
auch die Moduln 3.", 2., welche je eill Tripel bilden, und den Modul 
1." = [1, (J J und setzen 
X = S [1, 3Q] = ~ (x2+x y + 7y'1) - • 
Y = s [1, 2Q] = ~(x2 +3y~)-• 
Z = S [1, Q] = ~(x'1 + xy+y2t'. 
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Bezeichnen wir ferner, falls S (mv) = il'f gesetzt ist, mit ßf* immer 
die Summe S(m:), so erhalten wir die Relationen 
Z = z•, Y = y· +2-2'Z·, X= x· + 3-zsz•, 
V1- V1 = W~- w; = 32' T, 
wo zur Abkürzung 
Ti v•1 W w· 3-2sx r 2 - z = 2- 2 = , 
u-u· = s-?·· v;+2-2'V;+ T, 
UL- u~ = g- 1• v; + 2-z· w~ + T, 
Uz- u; = 3-2• WL + 2-'ls Vz + T, 
U~- U~ = Us- u;, = 3 - 2' JV; + 2 -'ls W; + T, 
T = 6-2·' X +9-2'Y +(18)-2'Z. 
gesetzt ist, und hieraus folgt 
2IIL = v~-w, = v;-w:, 
2Ilz = Vz- W2 = V~-W;, 
211~ = (U+2U~)-(U1 +U2 +Us) 
= (U +2 U;)-(U 1 +U2 +U;) 
2 H5 = (U+2 U5)-(U1 +0.2+ U4), 
= (U +2U5 )-(lJ~ +V2 +U~), 
wodurch die in § 10 bewiesene Umformung bestätigt wird. 
Bei der Besprechung des zweiten Satzes von Gauss tiber den kubischen 
Charakter der Zahl 3 haben wir bemerkt, dass derselbe vollständig mit 
unserer rrheorie übereinstimmt, obgleich Gauss die Darstellung uer Prim-
zahlen p durch quadratische Formen von der Discriminante -3. (18Y benutzt, 
während schon die Darstellung durch quadratische Formen von de1· Dis-
criminante -3. 92 dieselbe Entscheidung liefert; jede der letzteren Formen 
löst sich gewissermassen in drei Formen der höheren Discriminante auf. 
Ganz dasselbe gilt von dem ersten Satze über den kubischen Charakter 
der Zahl 2; jede der von Gauss (in Uebereinstimmung mit unserer Theorie) 
betrachteten Formen der Discriminante - 3. 62 könnte dnrcl1 drei ent-
sprechende Formen der l1öheren Discriminante -3. ( 18.Y ersetzt werden. 
Aber um so wiclltiger ist es l1ervorzuheben, dass die Wahl der einen oder 
der anderen Discriminante durchaus nicht freisteht, wenn es sich um die 
Herstellung der Function 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063701
110 Dedekind, über die Am,ahl der Idealklassen in 1·eine11 kubischen Zahlkör·pern. 
handelt. In der That, wollte man (nach § 11) die Foi·men von den Dis-
eriminanten -3.62 und -3.92 durch je drei entsprechende Formen der Dis-
criminante -3. (18f ersetzen, so würde man für 2 H1 und 2Hz die beiden 
Ansdrücke 
P1 = (U+2UI)-(U2+ U4+U5) , 
P2 = (U+2Uz)-(U1 +,U4+U5 ) 
erhalten, die aber von den oben gefundenen Ausdrücken ( V1 - W1) und 
( V2 - W2) wesentlich f!erschieden sind. Behält man von den Gliedern 
N(J. )-• dieser Summen nur diejenigen bei, in denen N(J.) relative Primzahl 
zu 18 ist, so erhält man die beiden entsprechenden AusdrUcke 
P; = (U. + 2U;)-(U ; +U: +V~), 
P; = (U. +2U;)-(U; +U:+U;), 
und aus den obigen Formeln ergiebt sich 
PI = P; +3.3-2·cv;- w;), 
p2 = p; +3.2- 2•( f z- w;). 
Hieraus folgt zunächst, dass P1, P2 resp. verschieden sind von P;, P; ; ferner 
leuchtet aus der ersten Gleichung ein, dass P1 auch von 2 Jlll d. h. von 
(V;- W;) verschieden ist, .weil sonst das Aggregat P; auch solche Glieder 
N(J.. )-• euthalten mUsste, in denen N(J.) durch 3 theilbar ist, was nicht der 
Fall ist; dass aber auch Pz verschieden von 2ll2, d. h. von (V 2 - W ;) ist, 
folgt ans der zweiten Gleichung erst dann, wenn man aus §§ 6, 7 noch 
die 'l'hatsache ltinzuzieht, dass 112 von der Form (1- 2- 2•) - 1 M ist, wo M 
nur solche Glieder N(J..)-• enthält, in denen N(J.) relative Primzahl ~u 2 ist. 
Um nun den Zusammenhang zwischen den Functionen H1, P1, P; und 
den zwischen 112 , P2 , P 2 vollständig aufzuklären, wollen wir bemerkeu, dass 
ausser dem obigen Satze über die Zerlegung der Summe k2' S(Ic") in Summen 
von der Form m2' S (m:) noch eine Reihe von Relationen zwischen unseren 
Summen S(m") besteht, die mit der Transformation der elliptischen Func-
tionen nahe zusammenhängen, und denen ebensoviele H.elationen zwischen 
den Summen S(m:) entsprechen. Für unseren Zweck genügt es, den ein-
fachsten Fall dieses allgemeinen Satzes zu betrachten, der sie~ in sehr 
verschiedenen Einkleielungen darstellen lässt; wir wählen die folgende. 
Sind a, ß zwei Gonstanten vou irrationalem Verhältniss, und p eine natürliche 
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Primzahl, so bilden wir zwei Systeme von je (p+l) zweigliedrigen Moduln; 
das erste System ill11 soll aus den (p + 1) Moduln 
[a, ß], [pa, pß], [pa, pß], ... [pa, pß] 
bestehen, welche mit Ausnahme des ersten [a, ß] särnmtlich mit [pa, pß] 
identisch sind, während das zweite System ill12 aus den (p+ 1) Moduln 
[a, pß], [pa, ß], [pa, a+ß], ... [pa, (p -1) a+ß] 
bestehen soll, welche mit Ausnahme des ersten [a, pß] von der Form 
[pa, ca+ß] sind, wo c die p Zahlen 0, 1, 2 ... (p-1) durchläuft. Alle in 
diesen (2p+2) Moduln enthaltenen Zahlen 1.. sind von der Form I.= xa+yß, 
wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl I. tritt, wie 
der Leser leicht finden wird, ebenso oft in den Moduln des Systems ill11 
wie in den Moduln des Systems ill1z auf; sind nämlich beide Zahlen x, y 
durch p theilbar, so ist 1.. in allen (p + 1) Moduln des Systems 9.)11 und in 
allen (p+1) Moduln des Systems Wtz enthalten; ist aber mindestens eine 
der beiden Zahlen x, y untheilbar durch p, so ist I. in einem einzigen 
:Modul des Systems ffi11 und in einem einzigen Modul des Systems 9)12 enthalten. 
Man kann daher sagen, dass ill11 und ill12 denselben Gehalt von Zahlen 1.. be-
sitzen, wobei zugleich die Häufigkeit des Auftretens dieser Zahlen berück-
sichtigt werden soll. Wir nehmen jetzt ferner an, dass das Verhältniss der 
Constanten a, ß nicht reell ist, und setzen wie früher N(J..) = H' = 
(xa+y(1) (xa'+yß'), wo J...' die mit J. conjugirte complexe Zahl bedeutet, und 
S[a, ß] = IN(i.)-•, 
wo ')" alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls [a, ß] einfach durch-
läuft, während die Constante s> 1 ist; dann folgt aus der obigen Ueber-
einstimrnung der Systeme ID1ll ill12 der Satz 
S[a, ß]+pS[pa, pß] = ~[a, pß] + IS[pa, ca+ß], 
wo das Summenzeichen JE sich auf die p Zahlen c bezieht; die linke Seite 
dieser Gleichung lässt sich offenbar auch in der Form 
(1+ p • p-2s) S[a, ß] 
darstellen, und die Beispiele p = 2, p = 3 liefern die beiden folgenden Sätze 
(1+2.2- 2•(S[a, ß] = S[a, 2ß]+S[2a, (3]+ 8[2a, a+ß], 
(1+ 3.3-2•(S[a, ß] = S[a, 3(3]+8[3a, f3]+ 8[3a, a+t3]+8[3a, 2a+ß]. 
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Wendet man den ersten Satz auf die vier Moduln 
[a, ß] = [1, (>], [1, 3(>], [1, 9(>], [3, 1+3(>], 
den zweiten auf die fünf Moduln 
[a, ß] = [1, (>]. [1, 2Q], [1, 3Q], [1, 6(>], [2, 3Q] 
an, und berUcksichtigt die Telentitäten 
[2, Q] = Q[1, 2Q], [2, 1+(1] = (12 [1, 2Q], 
[3, (>] = (J[l, 3Q], [3, l+Q] = (1'1 [1, 3Q], [3, 2+Q] = (2+Q)[l, Q], 
[3, 2Q] = Q[2, 1+3(>], [3, 2+2(>] = Q'"[;~, 3Q], [3, 1+2(>] = (1+2Q)[l, 2(>], 
[3, 3(>] = 3[1, (>], [3, 6(>] = 3[1, 2Q], [6, 3(1] = 3Q[1, 2(>], 
so erhält man die folgenden neun Relationen 
(1+2.2-2•) Z = 3Y; (1+3.3 - 2'- 3-•) z = 3X, 
c 1 + 3. 3 - 2·- 3 ') r = ( 1 + 2. 2 - 2') x = V1 + 2 W17 
(1+3.3-2')X-3-2' Z = V2+ 2W2, 
Cl + 3. 3 - 2') vl- 3 - 2• Y = u + 2 ul, 
( 1 + 3. 3 - 2') wl- 3 '2' y = u2 + u4 + v.~. 
(1+2. 2 - 2') V2 = U+ 2U2, 
(1+2.2-2') W2 = U! + U;+ U5, 
von denen aber nur acht von einauder unabhängig sind. 
Drückt man nun jede Summe M nach den obigen Formeln durch 
Summen von der Form M' aus, so ergeben sich für die letzteren die ein-
facheren Helationen 
(1-2-2')Z' = 3Y ; (1-3-•)Z = 3X, 
(1-·3-•)Y'=(l-2 '2') X' =V~+2W;; X'= V;+2W;, 
v; = u· +2D;; w~ = u; + u; + u5, 
(1-2-1') v; = u· +2U;; (1- 2-2•) w; = u; + u~ +V;. 
Wir wollen bemerken, dass man diese letzteren Relationen auch auf 
einem ganz anderen Wege ableiten kann, bei welchem der leiclJt zu be-
weisende Hülfssatz znr Anwendung kommt, dass, wenn p, (ebenso wie v) 
relative Primzahl zu k ist, der Inbegriff der durch p, theilbaren Zahlen 
in k" identisch mit /)-.k,"'. ist, wo ,u' wieder die mit p, conjugirte Zahl be-
deutet. Ist nun p eine naturliehe Primzahl, und v relative Primzahl zu pk, 
so kann man jede der q; ( k) Zahlklassen ( mod. k), aus welchen das. 
System k; besteht, ~n p2 Zahlklassen (rnod. pk) zerlegen, welche sich, wenn 
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p in k aufgebt, in Systeme von der Form (p k)~ zusammenfassen lassen, 
während im entgegengesetzten Falle. auch noch die Zahlen in 1r: zu 
gruppiren sind, welche nicllt relative Primzahlen zu p sind. Für unseren 
Zweck genügt es, die Resultate für die beiden Primzahlen p = 2, p = 3 
anzugeben. Ist k gerade, so besteht das System k;, aus den beiden Systemen 
(2 k):, (2 k):(l+kf!)l 
d. b. jede in k: enthaltene Zahl findet sich in einem und nur einem dieser 
beiden Systeme, und umgekehrt sind alle Zahlen dieser beiden Systeme 
auch in k: enthalten. Ist aber k ungerade, so besteht Ir,, aus den vier 
Systemen 
2.k:, (2k):, (2/E):<tHe>' (2kX(t+!·q•), 
deren erstes der Inbegriff aller mit 2 multiplicirten Zahlen des Systems 1r: 
ist. Wenn ferner k durch 3 theilbar ist, so besteht /r: ans den drei Systemen 
(3k):, (3/r);.<t+keJ' (3/€),.(t+A·e'J' 
und wenn k nicht durch 3 theilbar ist, so besteht k;, aus den vier Systemen 
(1-Q).k;, <2+~J' (3 /r);., (3/r);,<3+k~J' (3k):,(3+ke•>· 
Der erste dieser vier Sätze kann hier nicht zur Anwendung kommen, weil 
18 nicht dmch 4theilbar ist; wendet man aber den zweiten, dritten, vierten 
Satz resp. auf die Beispiele 
k" = [1, (J]. [1, 3(.1 ], [1, 9(.1 ], [3, 1+3(J ], 
kv = [1, 3(.1 ], [1, 6(.1 ], [2, 3(.1 ], 
k" = [1, (J ], [1, 2(.1 J 
an und bildet die entsprechenden Summen S (Ir;,), so erhält man die obigen 
neun Relationen zwischen den Functionen M , von denen die eine aus den 
übrigen folgt. 
Aus den letzten vier dieser Relationen ergeben sich nun für die 
oben mit P~, P; bezeichneten Aggregate die AusdrUcke 
P; =V;-Wu P; = (1- 2-2')(V2 - W2), 
deren Form sich dadurch erklärt, dass jede relative Primzahl zu 6 auch 
relative Primzahl zu 18 ist, während die relativen Primzahlen zu 9 nicht 
alle auch relative Primzahlen zu 18 sind. Berücksichtigt man nocl1 die 
oben gefundenen Beziehungen zwischen P;, P; und P 1, P2, so vervollständigen 
Journal für Mathematik Bd. CXXI. llefl 2. 15 
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sich unsere früheren AusdrUcke für die beiden Fnnctionen 2 Hl) 2//2 in 
folgender Weise 
2111 = v~--wl = v;- w; = P; = 1+::3-=zs, 
2 Ilz = Vz- Wz = V 2- w; = _!___~_ = ~-. 1-2- 28 l-J-2.2-2•' 
und hiermit ist unsere Absicht, diese Fnnctionen durch die Formen der 
Discriminante -3 (lSY darzustellen, wirklich erreicht. 
§ 13. 
Der Grenzsatz von Kronecke,·. 
Nachdem wir durch die vorhergehenden Beispiele die Bildung des 
Charakters tp, der Moduln Ir,,, und hiermit auch der Function 
2 Il = 2:' S(f0)- 2:' S(f1) 
hinreichend erläutert haben, wenden 
welche wir uns in § 6 gestellt haben. 
der Idealklassen des reinen kubischen 
fUhrnng des in der Gleichung 
wir uns zur Lösung der Aufgabe, 
Es handelt sich darum, die Anzahl h 
Körpers f( durch die wirkliche Ans-
2rrlogt . h-- = hm (s-l) J fq13 
angedeuteten Grenzprocesses zu bestimmen, welcher darin besteht, dass die 
positive Variabele (s-1) unendlich klein wird. In § 7 ist die Di1·ichletsche 
Idealfunction J in die beiden Factoren G, 11 zerlegt, von denen der erste 
die Uber alle natUrliehen Zahlen n ausgedehnte Summe 
1 G = 2: -
n• 
ist, während der zweite Factor 11 nach manchen Umformungen 111 § 11 die 
obige Gestalt angenommen hat. Da nun bekanntlich 
ist, so wird 
!im (s- 1) G = I 
l 2rdo~c -· 1. lJ t ;· - Im ' /q 3 
und dieser Greuzwerth lässt sich mit Hülfe eines berühmten Satzes von 
f(1·oneclier leicht bestimmen. Da die Anzahl k" der nicht äquivalenten 
Moduln f mit der der Moduln f1 übereinstimmt, so gentl!:rt hierzu schon der (I V 
Ausdruck für den Gre11zwerth der Differenz 
2:(Ax2+ Bxy+ Cy2)-'-2(Alx2 + B1 xy-!- C1y2)-•, 
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wo (A, 1,-B, C), (A 1, tB1, C1) irgeud zwei · positive Formen von derselbeu 
negative~ Discriminante D = B2-4AC bedeuten. Die Darstellung dieses 
Grenzwerthes durch Thetafunctionen hat [(ronecker zuerst im Monatsbericht 
der Berliner Akademie vom 22. Januar 1863 ohne Beweis mitgetheilt. Es 
lag mm nahe, diesen ersten Satz als Ausfluss eines zweiten aufzufassen, 
durch welchen das Verhalten der von einer einzelnen Form (A, tB, C) er-
zeugten Summe 
~(Ax2+Bxy+Cy2)-• 
fiir unendlich kleine positive Werthe von (s-1) genaner ermittelt wird. 
Bekanntlich hat Dü·ichlet zuerst bewiesen, dass die:se Fnnction unendlich 
oTOSS wird wie 
0 2n 
(s-1) {--D' 
und hierin besteht eine wesentliche Grnudlage seiner Methode, die Klassen-
anzahl der Formen von der negativen Discriminante D zu bestimmen. J ctzt 
kam es darauf an, einen Schritt weiter zu gehen, nämlich den endlichen 
Grenzwerth der Differenz 
2:(Ax2 + Bxy-'t-Cl)-'- 2 n 
c.~-1) l~-n 
zu ermitteln. Diese Aufgabe ist zuerst für beliebige reelle Coefficienten 
A, B, C von H. Weber in einem an mich gerichteten Briefe vom 12. October 
1881 vollständig gelöst, dessen Inhalt er später veröffentlicht hat im Bd. 33 
der Mathematischen Annalen (1889) und in § 113 seines Werkes ,,Elliptiscl1e 
Functionen und Algebraische Zahlen" (1891). Inzwischen h;t aber auch lü·oneclrer 
in zahlreichen Aufsätzen über die elliptischen Fnnctionen auf diesen Gegen-
stand zurückgekommen; schon im Sitzung·sbericllte der Berliner Akademie 
vom 30. Juli 1885 findet sich seine, von der Webersehen wesentlich ver-
schiedene Ableitung des fraglichen Grenzwerthes, zunächst fUr rationale 
Coefficienten, und endlich hat er im Sitzungsberichte vom 21. Februar 1889 
den Satz auch auf Formen mit complexen Coefficienten ausgedehnt. Wir 
beschränken uns hier auf Formen mit reellen Coefficienten und stellen den 
Satz in der für unseren Zweck geeigneten Form folgendermassen dar. 
Es seien a und (3 = a w irgend zwei complexe Gonstanten von 
imaginärem Verhältniss w, und zwar setzen wir fest, dass der reelle rrheil 
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cornplexe Zahl und mit N(a) das stets positive Prodnct aa', so können wir 
dies auch durch die Bedingung 
d = i(aß'-ßa') = i(w'-w)N(a)>O 
ausdrücken, und wir nennen zugleich a die erste, ß die zweite Basiszahl 
des binären Moduls f = [ a, ß] = a [ 1, w ], dessen Zahlen von der Form 
l = ax+ßy sind, wo x, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Sind 
a1 und (:J1 = a 1 w1 ebenfalls eine erste und zweite Basiszahl desselben Moduls 
f = [ a, ß] = [ a0 ß1J, so bestehen zwischen diesen beiden Basen Relationen 
von der Form 
rx1 = aa+cß, (3 1 = ba+dß 
wo a, b, c, d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 
ad-bc = +1 
genügen (vergl. § 11). Hieraus geht hervor, dass die oben mit d bezeichnete 
positive Grösse eine Invariante des Moduls f, d. h. unabhängig von der Wahl 
seiner Basis ist. Bedient .man sich femer einer in der 'l,heorie der ellip-
tischen Modulfunctionen üblichen Ausdrucksweise*), so gehören die durch 
die Gleichung. 
verbundenen Zahlen w, W1 derselben masee äquivalenter Zahlen an, und diese 
Klasse ist also ebenfalls eine Invariante des Moduls f, oder vielmehr eine 
Invariante der Modul-Klasse, welche aus allen mit f äquivalenten Moduln 
besteht. Von hervorragender Wichtigkeit für die eben genannte Theorie 
ist die Fnnction 
nic!J 
1J(W) = e 12 fl(l-ehziwn), 
wo n in dem Producte ll alle natürlichen Zahlen dnrchläuft; das Gesetz 
ihrer linearen 'rransformation wird durch die Gleichung 
1 
n(wl) = r(a+cw)2 ry(w) 
"') Vergl. meinen Aufsatz in diesem Journal, Bd. 83, und meine Erläuterungen 
zum Fragment XXVIII in der zweiten Auflage von Riemanns Werken (1892). Eine 
ausführliche Darstellung der ganzen Theorie findet man in dem oben citirten Werke 
von II. Weber und in den Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
von F. Klein und R. Fl'icke (1890-1892). 
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SO"edrticld, wo rH = 1, und w1 die obige Bedeutung bat; beriicksicbtigt 
au ~::~ , d' · ( ) · · t G .. d d 
Och dass ')')(-w) Ie mit 17 w conJugu· e rosse, un ass man n , ., 
. ·giebt sich hieraus leicht, dass die Grösse 
ISt, SO ei - -:----:-
I-J(w) = 11(-w') = TJ(W)TJ(-w') 11i(w'-w), 
d' Quadratwurzel immer positiv· genommen werden soll, für alle mit 
wo I~ len<ten Zahlen einen und denselben positiven W erth besitzt, welcher 
"qurva 
w a . ine Invariante der aus allen diesen Zahlen bestebenden Klasse ist. 
Jllitbm e . 
. l Hiuft nun ).. alle von Null verschiedenen Zahlen des Moduls f, und 
Dur~ 1h en wir (wie in §§ 10, 11, 12) mit S(f) die Summe aller entsprechen-
bezeiC n S . Potenzen N(A)-•, so besteht der atz von Kronecker dann, dass 
den 2 { 1 S(f) = ; s- 1 -2r'(l)-logd-2logll(w)}+C0) 
die Function (0) gleichzeitig mit (s-1) unendlich klein wird wäbreud 
·st wo . ' ~r'(l) = 0,5772.:. die bekannte Eutersehe Gonstante ist. 
Uro nun diesen Satz auf unsere Moduln f =Ir. anzuwenden bemerken 
. zunächst, dass die obige Unterscheidung zwischen der 'ersten und 
w;eiten Basiszahl mit der in § 11 festgesetzten übereinstimmt, wenn wir 
~ etzt noc11 annehmen., da~~ dort unter Q immer diejenige Kubikwurzel der 
J . h it verstanden w1rd, fur welche Em e 
1+2~ = 11-3 = d~ 
. d wo 1/g positiv zu nehmen ist; behält man die dortigen Bezeicbnun!!'en 
Wll', . "' 
wird zuglmch bei, so 
und 
Li= i(aß'-ßa') = k{S 
ß b1 -t-b2 (? B+ild3 W= - = = ' 
a a1 + a2(> 2A 
(A t B, C) wieder die der Basis a, ß entsprechende binäre quadratiscl1e 
;~rm 'bedeutet. Hat man nun fUr jeden der Ir" Moduln f 11 und fUr jeden 
der k" Moduln f 1 nach Belieben eine Basis a, ß gewählt, und bezeichnet 
man mit w0 , w1 die entsprecl1enden W erthe von w, so liefert der Satz von 
J(ronecker das Resultat 
limH = 2~f 2''logH(w1)- I'logll(wo)}, Jq/ 3 \. 
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und hieraus ergiebt sich die Bestimmung der Anzahl h der Idealklassen im 
Körper f( durch die Gleichung 
" flH(oo1 ) 8 
= IIH(oo0 )' 
wo 8 die Fundamentaleinheit des Körpers [( bedeutet, und wo die Product-
zeichen II im Nenner und Zähler sich auf alle nicht äquivalenten Zahlen 
wu, wt beziehen. 
Mit diesem Resultate, in welch.em der Zusammenhang zwischen den 
reinen kubischen Körpern und den aus der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen entspring·enden algebmischen Zaltlkörpern enthalten 
ist, brechen wir die gegenwärtige Abhandlung ab; doch fügen wir noch 
die folgenden Bemerkungen hinzu, die sich auf die wirkliche Berechnung 
der Klassenanzahl h beziehen. FUr diesen Zweck ist, wie wir gestehen 
müssen, die Brauchbarkeit des gewonnenen Resultates noch an gewisse 
Bedingungen gebunden, die zur Zeit keineswegs als allgemein erfüllt an-
zuseilen sind. Vor Allem ist zu bemerken, dass hierzu die Kenntniss der 
Fundamentaleinheit 8 des Körpers [( erforderlich ist; nun haben sich zwar 
verschiedene ausgezeiclmete Mathematiker damit beschäftigt, die zuerst von 
Jacobi*) angegebene und an einigen Beispielen durchgeführte Metbode zu 
vervollkommnen, aber ein einfacher und zugleich nachweislich unfehlbarer 
Weg zur Gewinnung von 8, der sich mit der Lösung der Pellsehen Gleichung 
in der 'rheorie der quadratischen Körper vergleichen liesse, ist meines 
Wissens bisher noch immer nicht gefunden. Für die Beispiele der in § 2 
aufgestellten rrabelle ist es freilich ohne grosse Mühe möglich, die Aufgabe 
zu lösen, und zwar gelingt dies meistens durch die Zerlegung einiger 
wenigen Zahlen des Körpers in ihre idealen Primfactoren; für Diejenigen, 
welche solche Berechnungen anstellen mögen, bemerke ich Folgendes. 
Giebt man den Buchstaben a, b, a, ß wieder dieselbe Bedeutung wie in § 2, 
so findet man leicht, dass jede im Körper l{ enthaltene Zahl 
x = z+xa+yß, 
von deren rationalen Coordinaten .z, x, y höchstens eine verschwindet, auch 
als Quotient in den Formen 
*) Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen Algorithmen, in welchen jede 
Zahl aus drei vorhergebenden gebildet wird (dieses Journal, Bd. ü9). 
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darstellbar ist, wo 
z b 2 z 1 = z -a xy, X 1 = ay -zx, 
die Ooordinaten ihres Supplementes 
r.'r." = zt+xta+ytß 
bedeuten. Hierdurch wird m~u.r veranlasst, nur sol.che Zahlen r. zu b~tracl~ten, 
. welchen eine der Coordwaten x, y verschwmdet, während ehe bmden 
111 
d . n O'anze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind; eine solche Zahl 
an ere o< 
. t 11• durch Primideale ersten Grades tlreilbar, und r. kann auch nicht Y. IS lH 
- 1 zwei verschiedene, in derselben natürlichen Primzahl p aufgehende durc 1 
Primideale theilbar sein, ausgenommen den Fall p = 3 bei den Körpern 
't . Art wo o 3 = .\)2 .\Jt, und wo jede Zahl r. entweder relative Primzahl 
zwei er ' ~ 3 oder theilbar durch ~.\)~, aber niemals theilbar durch .\)2 ist. Auf 
zu d a1·eser Eigenschaften schliesst man aus der Norm von r. welche die Grnn ' 
. l t Z'l berechnende Form zl+ab2x3 oder zl+a2by3 hat sofort auf die 1e1c1 < , 
Zerlegung des Ideals ox in. se~ne Primfactoren. Um zu bewirken, dass 
. solche Zahl r. durch em m der natUrliehen Primzahl p aufgehendes ~ne . . 
Primideal erste1~ Grad~s fJ .thellbar Wird, braucht man nur mit Hlilfe des 
Canon AritbmetJCus ehe be1den rationalen Zahlen u, v zu bestimmen, für 
welche a :=: u, ß = v(mod . .\J), also u3 = ab2, V3 a2b, uv ab(mod. p) wird; 
dann ist der Modul [p, a-u, ß -v] das kleinste gemeinsame Vielfache 
\) _ n von .\J und der Ordnung tt = [I, a, ß], und unter den in ihm enthaltenen 
Zahlen r. wird man vorzugsweise diejenigen wählen, deren Coordinaten so 
klein wie möglich sind. In allen Beispielen der 'rabelle in § 2 und einigen 
anderen, die ich untersucht habe, findet man bald, dass aus wenigen so 
zerlegten Zahlen r. sich zwei Producte von verschiedenem Absolutwerth 
bilden lassen, welche ans denselben Primidealen zusammengesetzt sind, 
dereil Quotient folglich eine irrationale Einheit ist. Die Aufsuchuug der 
Fundamentaleinheit li, welche hierdurch bekanntlich in endliche Grenzen 
·n(J'eschlossen ist, kann freilich noch ziemlich mUhselig sein, ob(J'leich die 
ei o o 
Anzahl der anzustellenden Versuche durch Znziehung gewisser Congruenzen 
sich noch beschränken lässt. 
Am Schlusse der in der Einleitung erwähnten Abhandlung giebt 
Herr Markoff eine werthvolle Tabelle von Einheiten fUr diejenigen 52 aus 
3 
a = vab2 gebildeten Körper, in welchen ab2 < 70 ist (von den 54 in der 
rrabelle angegebenen Einheiten treten zwei je zweimal auf, die eine bei 
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ab
2 
= 12 und ab2 = 18, die andere bei ab2 = 20 und ab2 =50); dass der 
von ihm eingeschlagene Weg der Berechnung mit dem eben beschriebenen 
wesentlich übereinstimmt, geht theils aus der Darstellungsform dieser Ein-
heiten hervor, theils aus der in § 5 (S. 20) enthaltenen Bemerkung: "Ne 
nous arretant pas 'aux methodes sitres mais fatigantes pour determiner l'unite 
complexe fondamentale nous remarquons, que pour les valeurs petites de 
a et b il est facile de trouver les unites complexes par le tätonnement en 
considerant plusieurs nombres s composes des memes facteurs premiers''. 
Unter diesen 52 Körpern befinden sich auch alle in meiner Tabelle (§ 2) 
angegebenen 21 Körper (ab < 23), und die in diesem Umfange angestellte 
Vergleichung mit meinen Rechnmwen hat ercreben dass die von Herrn 
0 0 ' 
Markoff gefundenen Einheiten sämmtlich fundamental sind mit einziger Aus-
nahme des Beispiels ab2 = 28, in welchem die von ihm angegebene Ein-
heit das Quadrat det· Fundamentaleinheit ist. 
Während die von Herrn Markoff und mir augewandte Methode auf 
der Zerlegung der Zahlen in ihre idealen Primfactoren berullt, hat Herr 
Meltmke schon seit dem Jahre 1885 den zuerst von Jacobi angegebenen, 
später von Herrn Bacltmann*) behandelten Algorithmus der Annäherung 
wieder aufgenommen und durch gewisse Modificationen zu vervollkommnen 
gesucht, worüber er mir brieflich in den Jahren 1889-1893 interessante 
Mittheilungen gemacht hat, die mir die Veröffentlichung seiner Methoden 
sehr wünschenswerth erscheinen lassen· mit bestem Danke erwähne ich 
' einer von ihm berechneten Tabelle von 39 Einheiten, unter denen sich acht 
auf die Beispiele ab2 = 76, 124, 126, 140, 198, 207, 234, 350 beziehen, 
also nicht in der Markoffsehen rrabelle enthalten sind. 
Die weiter unten zu benutzenden Fundamentaleinheiten ll der in § 12 
mit Hu K2, [(~, H5 bezeichneten Körper und ihre reciproken Werthe e- t sind 
die folg·enden: 
E1 = 1+a+ß, E11 = -l+a 
e2 = 4+3a+2ß, E21 = -2+ß 
e4 = 109+60a+33ß, e;-1 = 1-6a+3ß 
e5 = 55+24a+21ß, e51 = 1+3a-3(3. 
Wenden wir uns jetzt zu der Berechnung der Function H ( w ), welche 
"') Zur Theorie von Jacobis Kettenbruc~-Algorith~en (dieses Journal Bd. 75. 
1873). Vergl. Fr. Meyer: Uebet· kettenbruchähnhche Algonthmen (Verhandlungen des 
Mathematiker-Congresses. in Zürich 1897). 
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für al1e einander äquivalenten Zahlen co denselben Werth besitzt, so ist es 
vortheilhaft, für den Repräsentanten einer solchen Klasse immer die in der-
selben enthaltene reducirte Zahl co zu wählen, welche den Bedingungen 
-1 < w+w' < +1, ww' > 1 
enügt, weil dann der analytische Modul (oder absolute Betrag) von e2niw ~ekanntlich so klein wie möglich wird; da es ohnehin feststeht, dass h 
· ga.,ze Zahl ist, so genügt in der Regel die Annälterung e~ne •• 
nico niw' 
( ) lT 17w=e, 
ni(<u'-w) 
H(w) = e-- 12 - 1/i(w'-w). 
S tzt man wie oben e 
B+i"11a . -B+ikva ·c , ) "vs 
w = - 2A -w = 2A ' ~ w -w = A - ' 
wo (A, ~B, C) die der reducirten Zahl w entsprechende reducirte Form von 
der Discriminante B2-4AC = D = -3k2 bedeutet, so wird 
) nlq13 logH(w = -12T-tlogA+~log(ky3); 
setzt man hierin fUr w die k" Werthe w0 und die k" w erthe w1 ein und be-
zeichnet die entsprechenden W erthe von A mit A und A · b . h o 11 so erg1e t s1c 
nky3 { 1 1 } { . hloge = ]]- ~ Ao -IA": +t IlogA0-IlogA1 }; 
führt man endlich statt der natürlichen Logarithmen log die gemeinen 
Logarithmen Log ein, und setzt zur Abkürzung 
nv3 M = 12Loge = 0,1969308 ... , LogM = 0,2943137 ... -1, 
so erhält man die Annäherung 
hLoge=Mk{I ~o -I~~ }+t{ILogA0 -2Log·A1 }, 
welche, wie gesagt, zur Berechnung der ganzen Zahl h in der Regel voll-
ständig ausreicht*). Um eine Probe für die Genauigkeit dieser Formel zu 
machen, deren rechte Seite mit ~J1 bezeichnet werden möge, wollen wir sie 
*) Nach einer oberflächlichen Schätzung ist für jede reducirte Zahl w der absolute 
Betrag der Differenz Log 7J(w)- rr::; Loge immer <0,0018943. 
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122 Dedekind, 1iber die Anzahl dm· Idealklassen in ,·eirten kubischen Zahlkörpertt. 
auf die vier Körper /{]) /{2, [{4, K5 anwenden , für welche die Werthe der 
Zahlen Ao, A1 in § 12 angegeben sind; die hiernach zu berechnenden Werthe 
von Wl sind dann mit deu obigen W erthen der Fundamentaleinheiten e zu 
vergleichen. 
Körper K,. 
k = 6, k" = 1; Au= 1; A 1 = 4; ill1 = 0,5851586; 
e = 3,8473221, Loge= 0,5851585. 
Körper K2. 
k=~, k" = 1; Au= 1; A1 = 7; ill1=1,0966316; 
E = 12,4869164, Loge = 1,0964550. 
Körper [{4· 
k = 18, k" = 3; A 0 = 1, 7, 7; A1 = 4, 9, 13; ill1 = 2,5147929; 
e = 326,9908336, Loge= 2,5145356. 
Körper Hs. 
k = 18, k" = 3; Au = 1, 13, 13; A1 = 4, 7, 9; WC = 2,2169007; 
e = 164,9818558, Loge = 2,2174362. 
Iu allen diesen Beispielen schliesst man aus der obigen Näherungs-
formel h Loo- e = ffi( mit Sicherheit dass die Klassenanzahl h = 1 ist, weil 0 , 
ill'l nahezu mit Loge übereinstimmt. 
Auf dieselbe Weise habe ich die Klassenanzahl h für alle Körper 
der Tabelle in § 2 und ausserdem fiir die drei Beispiele ab2 = 35, 53, 91 
berechnet, denen die W erthe h = 3, 1, 9 entsprechen. 
Bedenkt man, dass für diese Bestimmungsart der Klassenanzahl h 
am;ser der Kenntniss der Fundamentaleinheit e auch die Aufstellung der 
Moduln f und ihrer Charaktere tp erforderlich ist, welche für grössere 
Werthe von ab immer zeitraubender wird, so kann man dem oben gewonnenen 
Resultate nur einen sehr geringen oder gar keinen praktisclten W erth bei-
legen. Auf Grund des schönen Satzes von Herrn Minlwwski*), dass es in 
jeder Idealklasse mindestens ein Ideal giebt, dessen Norm absolut kleiner 
ist als die Quadratwurzel aus der Grundzahl des Körpers, gestaltet sich 
die Berechnung von h viel kürzer; uie oben beschriebene Zerlegung der 
*) Theoremes arithmetique:s (Compte rendu der Pariser Akademie vom 26. 
Januar 1891) . 
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Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlltörpern. 123 
Zahlen x von der Form z +xa oder z + y ß in ihre idealen Primfactoren 
liefert (in allen 24 von mir behandelten Beispielen) so viele Aequivalenzen 
zwischen den fraglichen Idealen, dass sie sich wirklich in h Klassen ein-
ordnen, und es kommt nur noch darauf an zu zeigen, dass diese Klassen auch 
von einander verschieden sind, was meistens keine Schwierigkeit macht; 
in den Fällen, wo ab durch Primzahlen p von der Form 3m+1 theilbar 
ist dient hierzu namentlich die Bemerkung, dass N(z + xa+y ß) = z3 (mod. ab), 
' also die Norm jedes Hauptideals kubischer Rest von jeder solchen Prim-
zahl p ist, worauf zugleich die Eintheilung der Idealklassen in Geschlecltter 
beruht. Ich bemerke schliesslicb, dass auch Herr Ma1·ko/{ in § 6 seiner Ab-
handlung für einige Beispiele die Klassenanzahl lt auf ganz ähnliche Weise 
bestimmt bat. 
Ich habe im Vorworte leider versäumt, die kürzlich in der Viertel-
jahrsschrift der Naturforschenden Gesellehaft in ZUrich (1897, Jahrgang 42) 
veröffentlichte nachgelassene Abhandlung: "Zur 'l'heorie der zerlegbaren 
Formen, insbesondere der kubischen" von Arnold Meyer zu erwähnen. sie 
ist schon im Jahre 1870 verfasst und bietet, abgesehen von der Ermitte,luno· 
der Jdealzahlen, nur wenige Berührungspunkte mit meiner Arbeit dar. "' 
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